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ABSTRAK
IMPLEMENTASI METODE VOLUME HINGGA PADA GELOMBANG
AIR LAUT DI PERAIRAN SELAT SUNDA
Selat Sunda merupakan perairan yang berhubungan langsung antara Laut
Jawa dan Samudera Hindia. Secara geografis, Selat Sunda terletak diantara Pulau
Sumatera dan Pulau Jawa yang memiliki peran penting dalam jalur transportasi
antar pulau, aktivitas industri serta sebagai pusat pembangkit listrik PLTU
Suralaya. Jalur transportasi laut sangat bergantung dengan ketinggian gelombang
air laut itu sendiri, yang apabila gelombang air laut tinggi maka akan
membahayakan pengguna transportasi laut. Gelombang air laut merupakan salah
satu masalah fisis yang dapat diselesaikan secara matematis. Terdapat beberapa
metode yang dapat digunakan sebagai penyelesaian secara matematis dari
gelombang air laut salah satunya yaitu dengan metode volume hingga. Metode
volume hingga adalah suatu pendekatan numerik yang digunakan untuk
menyelesaikan persoalan numerik agar didapatkan hasil simulasi terhadap
gelombang air laut. Penulisan skripsi ini bertujuan untuk mengimplementasikan
metode volume hingga dalam menemukan solusi numerik agar didapatkan
simulasi yang mendekati dengan model gelombang air laut yang sesungguhnya.
Pada skripsi ini digunakan persamaan pengatur yang merupakan shallow water
equation atau yang disebut dengan persamaan air dangkal yang kemudian
didiskritisasi dengan menggunakan salah satu skema yang ada pada metode
volume hingga yaitu skema Godunov. Hasil yang didapatkan yaitu model
gelombang air laut yang stabil dengan syarat kestabilan yaitu ∆t
∆x
p
2gb  1.
Kata kunci: Selat Sunda, model gelombang air, metode volume hingga, skema
Godunov.
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ABSTRACT
IMPLEMENTATION FINITE VOLUME METHOD OF SEA WAVES IN
SUNDA STRAIT
The Sunda Strait is directly related between the Indian Ocean and the Java
Sea. Geographically, the Sunda Strait is located between Sumatera and Java, which
has an important role in inter-island transportation routes, industrial activities and
as a center for the Suralaya power plant. The sea transportation route is very
depend on the height of the sea waves, if the sea waves is high, it can cause
accidents. Sea waves is one of physical problem that can be solved by
mathematics. There are several methods that can be used as a simulation of sea
waves, such as finite volume method. The finite volume method is a numerical
solutions used to solve numerical problems in order to obtain a simulation of sea
waves. The purpose of this thesis is to implement the finite volume method to find
numerical solutions in order to obtain a simulation that is close to the real sea
waves model. This thesis uses the shallow water equation, which is then
discretized using one of the schemes in the finite volume method, that is the
Godunov scheme. The results obtained are a stable sea wave model with stability
requirements ∆t
∆x
p
2gb  1.
Keywords: the Sunda strait, wave modelling, finite volume method, Godunov
scheme.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang Masalah
Indonesia merupakan Negara Kepulauan yang berbatasan langsung dengan
Samudera Pasifik dan Samudera Hindia. Untuk menghubungkan pulau-pulau yang
ada di Indonesia, terdapat 3 jenis jalur transportasi yang dapat digunakan.
Beberapa diantaranya yaitu transportasi darat, laut, dan udara. Namun, pada
akhir-akhir ini harga transportasi udara kian meningkat. Oleh karena itu, banyak
masyarakat yang beralih dengan menggunakan jalur transportasi laut dan juga
menggunakan transportasi darat. Namun, tidak semua pulau di Indonesia dapat
dijangkau dengan menggunakan jalur transportasi darat karena belum adanya
fasilitas yang memadai di beberapa daerah, sehingga menyebabkan peningkatan
terhadap pengguna kapal di Indonesia (Hanafi dan Indrajaya, 2005). Hal itu
dibuktikan dengan menurunnya pengguna jalur transportasi udara (pesawat), yaitu
dengan berdasarkan data Badan Pusat Statistik (BPS) penumpang pesawat jalur
domestik untuk Periode Januari-April 2019 menyusut 20,5% menjadi 23,98 juta
jiwa dibandingkan periode yang sama tahun sebelumnya. Sementara, jumlah
penumpang kapal laut periode Januari-April 2019 mengalami kenaikan sebesar
5,74% dibanding dengan periode sebelumnya yaitu menjadi 6,9 juta jiwa
(Statistik, 2019).
Salah satu akses jalur transportasi laut yang ada di Indonesia yaitu dengan
melalui selat. Selat merupakan perairan pada laut sempit yang berada di antara dua
1
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2
pulau yang umumnya digunakan sebagai jalur penyeberangan. Beberapa selat yang
berada di Indonesia yaitu Selat Madura, Selat Bangka, Selat Sunda, Selat Malaka,
dan lain sebagainya (Rahmawitri dkk., 2017).
Selat Sunda merupakan jalur perhubungan transportasi laut antara pulau
Jawa dengan pulau Sumatera. Terdapat beberapa pelabuhan yang berada di antara
pulau Sumatera dan Jawa yang jalur transportasinya melalui Selat Sunda yaitu
pelabuhan teluk bayur, pelabuhan merak, pelabuhan bekauheni, dan lain
sebagainya (Prawiradisastra , 2005). Namun karena letaknya yang berada di posisi
garis khatulistiwa menyebabkan kondisi angin yang tidak menentu serta
gelombang pasang surut air laut dan arus laut yang cukup besar menyebabkan
sering terjadinya kecelakaan transportasi laut (Nugraha et al., 2014).
Kecelakaan transportasi laut sering kali terjadi di Indonesia. Kecelakaan
tersebut terjadi diakibatkan oleh ketinggian gelombang yang tidak menentu.
Menurut data investigasi kecelakaan pelayaran oleh KNKT, dari tahun 2010
sampai 2016 terdapat 54 kecelakaan transportasi laut yang diakibatkan kandas,
tenggelam atau terbalik, ledakan atau kebakaran, dan lain-lain. Adapun sebanyak
34% dari banyaknya kecelakaan transportasi laut yang terjadi di Indonesia
diakibatkan karena kondisi cuaca yang buruk dan kondisi ketinggian gelombang
yang tidak menentu menyebabkan kapal tenggelam atau terbalik dan juga karam.
Salah satu kecelakaan transportasi laut di Indonesia terjadi di perairan Selat Sunda
pada 13 Desember 2016 yaitu kapal tenggelam. Kecelakaan tersebut terjadi di
Utara Pulau Salira diakibatkan kapal memiliki muatan yang cukup banyak dan
hantaman gelombang air laut yang cukup tinggi menyebabkan ketahanan dari
kapal tersebut tidak seimbang yang kemudian membuat kapal tersebut terbalik dan
tenggelam (Komite Nasional Keselamatan Transportasi, 2016).
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3
Gelombang air laut merupakan salah satu masalah fisis yang dapat
diselesaikan secara matematis yaitu dengan cara memodelkan gelombang dengan
menggunakan persamaan diferensial. Model gelombang yang sudah ada salah
satunya yaitu persamaan gelombang air dangkal (shallow water equation).
Pengertian gelombang air dangkal yaitu apabila amplitudo gelombang jauh lebih
kecil dibandingkan panjang gelombangnya (Farouq dan Adytia, 2018). Adapun
model persamaan gelombang air dangkal akan didapatkan solusi untuk
memprediksi kemana air mengalir, kecepatan aliran air, luas daerah dampak air
yang datang dan rute penyelamatan untuk lari ke daerah yang lebih aman (Ai dan
Jin, 2009).
Salah satu penelitian yang telah dilakukan oleh Rasyadan Farouq dkk
(Farouq dan Adytia, 2018) pada tahun 2018 tentang simulasi numerik dari
persamaan air dangkal (shallow water equation) dengan menggunakan salah satu
skema pada metode volume hingga yaitu skema eksplisit collocated lax-friedrichs
didapatkan hasil bahwa metode volume hingga dengan menggunakan Shallow
Water Equation (SWE) dan skema Collocated Lax-Friedrichs (CLF) yang
digunakan untuk menyimulasikan fenomena tersebut dipilih karena
kesederhanaannya dalam hal komputasi. Hasil penelitian menunjukkan bahwa
nilai MSE tersebar dengan nilai 0.002193 dan nilai MSE terkecil dengan nilai
0.0003817.
Secara umum, persamaan gelombang air dangkal cukup sulit mendapatkan
solusi dengan nilai yang pasti, sehingga perlu digunakan metode numerik (Farouq
dan Adytia, 2018). Metode numerik dalam bahasa matematika dapat disebut juga
sebagai estimasi atau taksiran atau pendekatan. Di dalam Al-Quran terdapat
penjelasan tentang konsep estimasi yang tertuang dalam firman Allah Swt. Konsep
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4
estimasi tersebut secara tersirat tersadat dalam surat al-Shaffat/37:147 yakni yang
berbunyi:
Dan Kami utus dia kepada seratus ribu orang atau lebih
(QS.al-Shaffat/37:147).
Berdasarkan ayat di atas, bahwasanya Allah Swt. memberikan petunjuk
kepada umat manusia mengenai konsep pendekatan atau secara matematis dapat
disebut estimasi secara tersirat. Makna tersirat pada ayat tersebut yaitu hampiran
atau ketidakyakinan akan jumlah yang telah disebutkan yakni seratus ribu orang
atau lebih dimana seratus ribu bukanlah jumlah sebenarnya namun taksiran atau
pendekatan (Abdussakir, 2006). Begitu pula dalam hal matematika, ada beberapa
hal yang rumit untuk diselesaikan, namun dapat didekati atau diaproksimasi
dengan menggunakan metode numerik.
Beberapa pendekatan numerik yang terdapat pada metode numerik yaitu
metode elemen hingga (Budiana dan Pranata, 2013), metode beda hingga
(Hapsoro dan Srigutomo, 2018), metode volume hingga (Ginting, 2011) dan lain
sebagainya. Satu dari banyak metode pendekatan numerik yang dapat digunakan
untuk simulasi numerik dari berbagai tipe dalam hukum kekekalan, khususnya
seperti mekanika dan fluida yaitu metode volume hingga. Pada metode volume
hingga terdapat dua buah skema yaitu skema Lax dan skema Godunov. Pada
metode ini, digunakan perhitungan dinamika fluida dengan menyelesaikan
persamaan yang akan dicari solusinya melalui pendiskritan yang kemudian
diskritisasi tersebut digunakan menjadi persamaan baru (Mungkasi et al., 2012).
Selain itu, metode ini dapat digunakan dalam suatu kondisi struktur dasar yang
berubah-ubah namun memberikan hasil yang stabil dan memberikan error yang
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
5
kecil (Eymard dan Gallou, 2000).
Pada penelitian yang dilakukan oleh dari Bobby M. Ginting et. all pada
tahun 2011 tentang model propagasi aliran banjir 2 dimensi yang diakibatkan oleh
reruntuhan bendungan menggunakan metode volume hingga didapatkan bahwa
model yang digunakan dengan metode volume hingga tersebut memberikan hasil
yang baik dan akurat yaitu dengan nilai error untuk kedalaman yaitu sebesar
1.33% dan nilai error untuk kecepatan aliran sebesar 1.85% (Ginting, 2011).
Selain itu, penelitian lain dilakukan oleh Zulbahrum Caniago pada tahun
2015 menggunakan metode volume hingga sebagai penyelesaian persamaan
non-linear dengan kasus perluasan pulau yang diakibatkan adanya deposisi
sedimen menunjukkan hasil bahwa metode volume hingga baik dan cocok apabila
digunakan sebagai solusi numerik apabila diterapkan pada kasus hidrodinamika
ataupun fluida yang memiliki sifat fleksibilitas yang tinggi dan dapat
memperlihatkan hasil simulasi yang baik dan jelas (Chaniago, 2015).
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, maka pada penelitian ini
akan dilakukan penerapan metode volume hingga pada gelombang air laut dengan
judul penelitian yaitu Implementasi Metode Volume Hingga pada Gelombang Air
Laut di Perairan Selat Sunda. Pentingnya penelitian ini dikarenakan Selat Sunda
merupakan salah satu selat yang terdapat aktivitas jalur transportasi serta aktivitas
gunung api yang aktif serta memiliki ketinggian gelombang yang tidak menentu.
Sehingga penelitian ini dapat digunakan sebagai informasi simulasi model
matematis gelombang air laut yang terjadi di Perairan Selat Sunda.
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1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskankan sebelumnya, maka
diambil beberapa pokok permasalahan yaitu:
a. Bagaimana penyelesaian numerik gelombang air laut di Perairan Selat Sunda
menggunakan metode volume hingga?
b. Bagaimana syarat kestabilan dari penyelesaian numerik gelombang air laut di
Perairan Selat Sunda menggunakan metode volume hingga?
c. Bagaimana hasil simulasi dari penyelesaian numerik gelombang air laut di
Perairan Selat Sunda menggunakan metode volume hingga?
1.3. Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijelaskan sebelumnya, maka
tujuan yang ingin di capai pada penelitian ini yaitu:
a. Mendapatkan penyelesaian numerik gelombang air laut di Perairan Selat Sunda
menggunakan metode volume hingga.
b. Mengetahui syarat kestabilan dari penyelesaian numerik gelombang air laut di
Perairan Selat Sunda menggunakan metode volume hingga.
c. Mendapatkan hasil simulasi dari penyelesaian numerik gelombang air laut di
Perairan Selat Sunda menggunakan metode volume hingga.
1.4. Manfaat Penelitian
Adapun adanya penelitian ini memberi manfaat yakni:
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a. Bisa menambah wawasan bagi peneliti dan memahami lebih dalam tentang
penyelesaian numerik gelombang air laut di Perairan Selat Sunda menggunakan
metode volume hingga.
b. Dapat memberi kontribusi ilmiah bagi masyarakat serta (Badan Meteorologi,
Klimatologi, dan Geofisika) BMKG guna pencegahan terhadap ketinggian
gelombang air laut yang berlebih.
1.5. Batasan Masalah
Agar penelitian dapat terarah dan sesuai dengan yang diharapkan, maka
batasan masalah pada penelitian ini yaitu:
a. Permasalahan yang digunakan ditinjau sebagai masalah dua dimensi.
b. Persamaan yang digunakan yaitu persamaan gelombang air dangkal (shallow
water equation).
c. Studi kasus dalam penelitian ini yaitu perairan Selat Sunda yang terletak pada
 6.026957 LS dan 105.7376 BT. Adapun data yang digunakan merupakan data
sampel kecepatan rata-rata air laut dan ketinggian gelombang rata-rata .
d. Skema pada metode volume hingga yang digunakan pada penelitian ini yakni
skema Godunov.
1.6. Sistematika Penulisan
Adapun sistematika penulisan yang digunakan dalam menyusun laporan
skripsi ini terdiri dari lima bab dimana masing-masing bab dibagi dalam subbab
yaitu sebagai berikut:
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1. BAB I
Bab ini menjelaskan pokok permasalahan yang menjadi latar belakang
penelitian. Selain itu, pada bagian ini penulis juga menjelaskan mengenai
rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah yang
digunakan pada penelitian ini.
2. BAB II
Bab ini menjelaskan mengenai tinjauan pustaka dan teori-teori yang
manjadi dasar untuk menyelesaikan permasalahan yang berhubungan dengan
penelitian. Selain itu, pada bab ini digunakan sebagai kajian dari beberapa
literatur yang terkait dengan topik penelitian meliputi pengertian gelombang,
persamaan gelombang air dangkal, metode volume hingga, skema lax
Friedrichs, skema godunov, syarat kestabilan dari sistem persamaan, serta
metode perturbasi yang digunakan sebagai pelinearisasian model persamaan.
3. BAB III
Bab ini berisi tentang metode penelitian yakni berisi deskripsi data yang
dipergunakan, serta tahapan-tahapan yang dilakukan untuk penyelesaian
penelitian tentang implementasi metode volume hingga pada penyelesaian
numerik gelombang air laut di perairan Selat Sunda.
4. BAB IV
Pada bab ini berisi hasil dan pembahasan, dilakukan proses penurunan
rumus agar didapatkan persamaan pengatur pada model gelombang air laut,
selain itu dilakukan diskritisasi, analisis kestabilan, dan dilakukan simulasi
serta interpretasi terhadap model persamaan yang dibangun dengan
menggunakan metode volume hingga dengan skema Godunov.
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5. BAB V
Pada bab ini terdiri atas kesimpulan-kesimpulan serta saran terkait dengan
permasalahan pemodelan gelombang air laut pada perairan Selat Sunda.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini akan dibahas tentang kajian terkait permasalahan yang diteliti
serta teori-teori serta konsep yang mendasari pembahasan di bab-bab berikutnya.
Konsep dasar yang dibahas pada bab ini yaitu mengenaoi gelombang, persamaan
diferensial, persamaan gelombang air dangkal, metode volume hingga, skema lax,
skema godunov, kestabilan dari sistem persamaan, serta metode perturbasi.
2.1. Gelombang
Gelombang merupakan getaran yang merambat baik melalui medium
ataupun tidak. Contoh dari gelombang yang memerlukan medium yaitu
gelombang air dimana gelombang air merupakan gerakan dari setiap partikel fluida
yang bergerak longitudinal dan orbital secara bersamaan yang disebabkan karena
adanya penyaluran massa, energi serta momentum melalui berbagai bentuk
material. Gelombang air yang terjadi di laut dan pesisir adalah faktor penting
dalam menentukan tata letak pangkalan transportasi laut, skema jalur pelayaran,
perencanaan bangunan di area pantai, dan lain sebagainya (Higuera et. al., 2013).
Gelombang air laut dapat dibedakan menjadi beberapa sesuai dengan faktor
yang mempengaruhinya, yaitu gelombang angin yang terjadi diakibatkan karena
adanya tiupan angin di permukaan laut, gelombang pasang surut yang terjadi
diakibatkan karena adanya gaya tarik menarik bulan dengan matahari terhadap
matahari, gelombang tsunami yang terjadi akibat adanya letusan gunung berapi
atau gempa yang berpusat di laut, dan gelombang yang dibangkitkan oleh kapal
10
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yang bergerak dan sebagainya (Higuera et. al., 2013).
Gelombang air laut dibedakan menjadi beberapa macam (Higuera et. al.,
2013), yaitu:
a. Gelombang Air Laut Diakibatkan oleh Angin
Gelombang angin yang terjadi karena adanya tiupan angin pada
permukaan laut. Gelombang air laut dapat menimbulkan energi yang secara
berkala dapat membentuk pantai. Selain itu gelombang ini menimbulkan arus
dan membawa endapan hasil pelapukan batuan dalam arah tegak lurus dan
sepanjang garis pantai.
b. Gelombang Air Laut Diakibatkan oleh Pasang Surut
Gelombang pasang surut yang terjadi yang diakibatkan oleh adanya gaya
tarik menarik bulan dengan matahari terhadap matahari. Gelombang ini dapat
menimbulkan arus gelombang yang cukup kuat terutama di daerah yang sempit,
misalnya muara sungai dan teluk. Selain itu, tinggi dari muka air pasang surut
sangat penting dalam perencanaan bangunan yang akan dibangun di pantai.
Misalnya, tinggi muka air pasang digunakan sebagai patokan pembangunan
dari bangunan sekitar pantai, sementara tinggi muka air surut digunakan
sebagai alur pelayaran dari nelayan untuk memperkirakan kedalaman laut.
c. Gelombang Air Laut Diakibatkan oleh Tsunami
Gelombang tsunami terjadi diakibatkan oleh adanya gempa atau letusan
gunung yang berpusat di laut. Gelombang tsunami yang terjadi beragam yaitu
dari 0,5 meter sampai dengan 20 meter dan periode terjadinya gelombang
tsunami pun berkala dari beberapa menit sampai satu jam. Tinggi gelombang
tsunami dipengaruhi oleh bentuk dari dasar laut. Ketinggian gelombang
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tsunami semakin besar dan bergantung dengan perubahan kedalaman air laut.
Hal itu terjadi selama adanya pergerakan tsunami dari tengah laut yang berupa
pusat tsunami menuju ke pantai.
2.2. Persamaan Diferensial
Persamaan diferensial merupakan persamaan matematis yang mengandung
derivatif atau turunan dari sebuah fungsi. Derivatif yang dimaksud yaitu apabila
sebuah fungsi y(x) memiliki turunan fungsi yang dinotasikan dengan dy
dx
. Derivatif
atau turunan biasanya diinterpretasikan sebagai laju perubahan (Agnew, 1942).
Adapun berikut ini merupakan contoh persamaan diferensial:
d2x
dy2
+ yx(
dx
dy
)2 = 0 (2.1)
∂2v
∂x∂y
= r (2.2)
d4y
dt4
+ 6
d2y
dt2
+ 4y = sin t (2.3)
∂2v
∂x2
+
∂2v
∂y2
+
∂2v
∂z2
= 0 (2.4)
Pada persamaan diferensial dapat diklasifikasikan menjadi dua yakni
persamaan diferensial biasa (PDB) dan persamaan diferensial parsial (PDP).
Apabila persamaan tersebut mengandung hanya satu variabel bebas maka disebut
Persamaan Diferensial Biasa (PDB) dan jika mengandung lebih dari satu variabel
bebas disebut Persamaan Diferensial Parsial (PDP).
Persamaan Diferensial Biasa (PDB) biasanya digunakan dalam
cabang-cabang ilmu teknik, biologi dan kedokteran, dan juga ekonomi. PDB
digunakan untuk mendapatkan formulasi suatu fenomena yang mengalami Adapun
contoh dari persamaan diferensial biasa yaitu pada Persamaan (2.1) dan (2.3). Pada
Persamaan (2.1) variabel y yaitu sebagai variabel bebas dan variabel x sebagai
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variabel tak bebas. Sedangkan pada Persamaan (2.3), variabel x yaitu sebagai
variabel tak bebas dan variabel t sebagai variabel bebas dari fungsi tersebut.
Persamaan diferensial parsial (PDE) biasanya digunakan dalam seluruh
bidang matematika terapan, salah satunya dalam hal pemodelan. Permasalahan
praktis dapat dimodelkan dengan menggunakan konsep persamaan diferensial
parsial misalnya desain mobil berkecepatan tinggi, peramalan kondisi cuaca,
mendesain model pesawat terbang, serta masalah yang ada di alam. Berbagai jenis
PDE masing-masing dapat menunjukkan berbagai sifat fisik yang ada di
lingkungan, seperti penyebaran panas dalam suatu konduksi, mekanika fluida
seperti gelombang air laut, tsunami, serta pergerakan aliran lahar, evolusi serta
populasi penyakit, dan sifat fisika matematis lainnya (Shearer, 2015).
Adapun contoh bentuk persamaan diferensial parsial yaitu pada Persamaan
(2.2) dan (2.4). Pada Persamaan (2.2) , terdapat dua variabel bebas yakni variabel x
dan y serta v yaitu sebagai variabel tak bebas dari fungsi tersebut. Sedangkan pada
Persamaan (2.4) memiliki tiga variabel bebas yakni x, y, dan z serta variabel tak
bebasnya yaitu v.
2.3. Kaidah Leibniz
Terdapat dua aturan dalam kaidah leibniz yaitu (David. B dan George. C.,
1995):
1. Aturan untuk Satu Variabel
Jika f merupakan fungsi kontinu pada interval [a, b] dan jika u(x) dan
v(x) adalah fungsi yang dapat diturunkan terhadap x yang nilainya terletak
pada interval [a, b], maka
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d
dx
∫ v(x)
u(x)
f(t)dt = f(v(x))
dv
dx
  f(u(x))du
dx
(2.5)
2. Aturan untuk Dua Variabel
Jika f(x, t) adalah fungsi sedemikian sehingga turunan parsial dari f
terhadap t ada dan kontinu, maka
d
dx
∫ v(x)
u(x)
f(x, t)dt =
∫ v(x)
u(x)
∂f
∂x
dt+ f(v(x), x)
d
dx
v(x)  f(u(x), x) d
dx
u(x)(2.6)
2.4. Kaidah Riemann
Integral merupakan anti turunan. Aplikasinya diterapkan untuk menghitung
luas ataupun volume. Penjumlahan seluruh luas yang dipartisi atau dibagi menjadi
luas satuan kemudian perubahan terhadap ruang x diasumsikan sangat kecil dengan
pendekatan limit untuk ∆x ! 0 maka penjumlahan tersebut menggunakan kaidah
Riemann (David. B dan George. C., 1995).
Jika diketahui y = f(x) pada interval [a, b] maka luas daerah di bawah
kurva y = (x) sepanjang interval [a, b] menggunakan kaidah Riemann yaitu dengan
beberapa proses (Purcell , 1987):
1. Pandang suatu partisi C dan interval [a,b] menjadi n bagian banyaknya yang
memakai titik-titik a = x0 < x1 < .. < xn = b dan misalkan ∆xi = xi   xi−1.
Pada setiap selang bagian [xi−1, xi], diambil sebuah titik sebarang a yang disebut
titik sampel untuk selang bagian ke-i.
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2. Kemudian dibentuk penjumlahan
RC =
∞∑
i=1
f(a)∆xi
denganRC merupakan jumlah Riemann untuk f yang berpadanan dengan partisi
C.
3. Setelah itu, karena partisinya sebanyak n dari interval [a, b] dengan asumsinya
bahwa partisinya sangat kecil atau mendekati nol maka berlaku integral
Riemann, yaitu:
∫ b
a
f(x)dx = lim
Ci
∞∑
i=1
f(a)∆xi
2.5. Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Jika sebuah matriks m m merupakan matriks B, sehingga vektor tak nol
dari x diRn disebut dengan vektor eigen dariB jikaBxmerupakan perkalian skalar
dengan x maka dapat ditulis dengan Persamaan (2.7). Skalar λ disebut dengan
nilai eigen dari B dan x disebut dengan vektor eigen yang bersesuaian dengan λ
(Adhiguna dan Pujiyanto, 2014).
Bx = λx (2.7)
Bx  λx = 0
Sifat identitas matriks dimana zI = z, maka:
(B   λ)x = 0 (2.8)
(B   λI)x = 0
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Sehingga didapatkan persamaan karakteristik:
det(B   λI) = 0 (2.9)
Dengan B merupakan matriks m  m , λ merupakan nilai eigen (bernilai
skalar), I yang merupakan matriks identitas dan x merupakan vektor eigen (vektor
dengan m 1).
Berikut ini contoh dalam mencari nilai eigen serta vektor eigennya.
Diberikan matriks B =
 6 0
16  2
. Kemudian dilakukan pencarian terhadap nilai
eigen dan vektor eigen dari matriks B.
Untuk mencari nilai eigen dari matriks B dapat digunakan rumus pada
Persamaan (2.9), yaitu:
det(B   λI) = 0
det

 6 0
16  2
  λ
 1 0
0 1

 = 0
det

 6 0
16  2
 
 λ 0
0 λ

 = 0
det

 6  λ 0
16  2  λ

 = 0
 12 + 2λ  6λ+ λ2 = 0
λ2   4λ  12 = 0
(λ  6)(λ+ 2) = 0
λ = 6 _ λ =  2
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Jadi, nilai eigen dari matriks B yaitu λ = 6 atau λ =  2.
Sedangkan untuk mencari vektor eigen dengan nilai λ = 6 dari matriks B
dapat digunakan rumus pada Persamaan (2.8), yaitu:
(B   λ)x = 0
 6 0
16  2
  6
 1 0
0 1


 x1
x2
 = 0
 0  6
16  8

 x1
x2
 = 0
didapatkan:
(1.)  6x2 = 0) x2 = 0
(2.) 16x1   8x2 = 0) 8(2x1   x2) = 0
2x1   x2 = 0) 2x1 = x2
misal : x2 = t
maka x1 =
1
2
t
sehingga didapatkan hasil vektor eigen dari λ = 6 yakni x =
 12
1
.
Secara geometri dapat dilihat pada Gambar 2.3 bahwa hasil perkalian
matriks B dengan vektor x yakni x =
 6 0
16  2
 yang memiliki nilai eigen λ = 6,
dikarenakan Bx =
 6 0
16  2

12
1
 =
3
6
 = 6
12
1
 = 6x.
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Gambar 2.1 Geometri dari Vektor Eigen
2.6. Shallow Water Equation (Persamaan Gelombang Air Dangkal)
Shallow water equation yaitu persamaan sistem hiperbolik yang dapat
digunakan dalam mendeskripsikan bermacam-macam kejadian yang berhubungan
dengan fluida. Selain itu, persamaan ini banyak digunakan dalam mensimulasikan
pergerakan fluida yang dapat berjalan dua arah dalam ruang satu dimensi serta ke
segala arah dalam ruang dua dimensi (Farouq dan Adytia, 2018). Persamaan ini
terdiri atas dua persamaan yang diperoleh dari hasil penurunan rumus dari hukum
kesetimbangan fluida yaitu hukum kekekalan massa dan kekekalan momentum
yang kemudian menjadi persamaan pengatur. Umumnya, model SWE digunakan
untuk memodelkan aliran gelombang pada permukaan air yang dipengaruhi oleh
gaya gravitasi misalnya aliran gelombang pada permukaan danau, laut, ataupun
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sungai. Pada persamaan gelombang air dangkal, pergerakan permukaan air
dipengaruhi oleh kedalaman dan berlaku bahwa panjang gelombang (λ) lebih
panjang dari kedalaman air (d0) (Farouq dan Adytia, 2018).
Gambar 2.2 Fenomena Persamaan Air Dangkal ( (Farouq dan Adytia, 2018))
Pada Gambar 2.2 merupakan contoh dari sistem persamaan air dangkal satu
dimensi dimana variabel x adalah variabel jarak, t merupakan variabel waktu,λ
merupakan panjang gelombang air, h = h(x, t) adalah kedalaman air, u = u(x, t)
adalah kecepatan dalam arah x, n(x, t) merupakan perubahan ketinggian air,d0
merupakan kedalaman air, dan g = 9, 81m/s2 adalah percepatan dikarenakan
gravitasi. Bentuk persamaan air dangkal satu dimensi yaitu pada Persamaan (2.10)
dan (2.11) (Farouq dan Adytia, 2018).
ht + (uh)x = 0 (2.10)
(hu)t +
(
hu2 +
1
2
gh2
)
x
= 0 (2.11)
Karakteristik aliran dapat dijelaskan secara matematis dengan
menggunakan persamaan air dangkal (shallow water equation) (Ginting, 2011).
Adapun persamaan air dangkal dua dimensi dapat dilihat pada Persamaan (2.12),
(2.13), dan (2.14).
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∂h
∂t
+
∂(uh)
∂x
+
∂(vh)
∂y
= 0 (2.12)
∂(uh)
∂t
+
∂(hu2 +
g
2
h2)
∂x
+
∂(huv)
∂y
=  gh ∂
∂x
b (2.13)
∂(vh)
∂t
+
∂(hv2 +
g
2
h2)
∂y
+
∂(huv)
∂x
=  gh ∂
∂y
b (2.14)
Dengan h merupakan tinggi permukaan air, u sebagai simbol kecepatan air
dalam arah x, v merupakan simbol kecepatan dalam arah y, g merupakan gaya
gravitasi yang bekerja pada fluida, dan b merupakan kedalaman air yang diteliti.
Pada Persamaan (2.12) merupakan persamaan kontinuitas, sedangkan
Persamaan (2.13) adalah persamaan kekekalan momentum dalam arah x dan
(2.14) adalah persamaan kekekalan momentum dalam arah y. Pada Persamaan
(2.13) dan (2.14) terdapat beberapa gaya lainnya seperti gaya angin dan lain
sebagainya, tetapi hal tersebut diabaikan karena pengaruhnya sangat kecil
(Jameson dan Turkel, 1981).
Adapun komponen penyusun dari persamaan gelombang air dangkal yaitu
(Farouq dan Adytia, 2018):
1. Persamaan Kontinuitas
Persamaan kontinuitas didapatkan berdasarkan dengan prinsip konservasi
massa dengan sisi yang dilalui oleh fluida. Prinsip konservasi massa atau yang
biasa dikenal sebagai hukum kekelan massa merupakan hukum yang
menyatakan massa dari suatu sistem akan konstan meskipun terjadi berbagai
macam proses di dalam sistema tersebut (Marbun et al., 2013). Pada
persamaan kontinuitas, volume yang masuk sama dengan volume yang keluar
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pada titik-titik elemen volume yang dipengaruhi oleh luas penampang dan
kecepatan pergerakannya.
2. Persamaan Momentum
Persamaan momentum didapatkan berdasarkan konsep fisika yang berkaitan
dengan momentum. Salah satu konsep fisika tersebut yaitu Hukum Newton II.
Pada Hukum Newton II dinyatakan, total gaya (ΣF ) merupakan hasil perkalian
antara percepatan (a) dengan massa (m). Adapun untuk rumus Hukum Newton
II dapat dilihat pada Persamaan (2.15).
ΣF = m.a (2.15)
Menurut K. Anastasiou dan C. T. Chan persamaan air dangkal memiliki
beberapa keunggulan yaitu (Ai dan Jin, 2009):
1. Mampu menangani domain masalah dengan kompleksitas yang tinggi dan
berubah-ubah.
2. Mampu mensimulasikan aliran yang stabil, aliran yang tidak stabil, aliran
subkritis ataupun aliran yang superkritis.
3. Mampu mensimulasikan gelombang yang diskontinu atau terputus, beberapa
diantaranya yaitu masalah bendungan klasik atau lompatan hidrolik yang
miring.
2.7. Metode Volume Hingga
Metode volume hingga (finite volume method) merupakan metode numerik
yang digunakan untuk merepresentasikan persamaan diferensial dengan
mendiskritisasi yang sesuai untuk simulasi numerik dari berbagai macam tipe
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hukum konservasi yaitu konservasi massa dan konservasi momentum dari bentuk
persamaan diferensial parsial yang diubah ke dalam bentuk persamaan aljabar.
Metode ini umumnya digunakan pada perubahan geometri baik permukaan yang
terstruktur maupun yang tidak terstruktur serta mengarah pada skema yang lebih
kuat (Farouq dan Adytia, 2018).
Dari Persamaan (2.10) dan (2.11), keduanya memiliki bentuk hukum
kekekalan massa yang memiliki bentuk q(x, t)t + f(q(x, t))x = 0 (Leveque.,
2004), dimana variabel q merupakan kuantitas rata-rata volume dan f(q)
merupakan fungsi fluks numeris (rata-rata debit material). Sebagai contoh, domain
pada ruang satu dimensi didiskritisasikan menjadi sebanyak berhingga kontrol
volume atau sel yang dapat dilihat pada Gambar 2.3.
Gambar 2.3 Diskritisasi Metode Volume Hingga
Dengan ∆x = xi   x(i+1) atau ∆x = x(i+ 3
2
)   x(i+ 1
2
) serta syarat batas ada
pada titik A dan B yang sudah ditentukan dan domain waktu didiskritkan menjadi
Persamaan (2.16) dengan n = 0, 1, 2, 3,
tn = n.∆t (2.16)
Nilai Qni merupakan pendekatan kuantitas rata-rata volume (q(x, t)) dalam interval
ruang ke-i pada domain waktu ke-tn:
Qni 
1
∆x
∫ x
i+12
x
i− 12
q(x, tn)dx
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Kemudian nilai F n
i+ 1
2
merupakan pendekatan fungsi fluks f(q(x, t))x atau rata-rata
debit di titik xi+ 1
2
dalam selang waktu [tn, tn+1], yaitu:
F n
i+ 1
2
 1
∆t
∫ tn+1
tn
f
(
q
(
x1+ 1
2
, t
))
dt
Skema integral dari hukum kekekalan diberikan oleh
d
dt
∫ x
i+12
x
i− 12
q(x, tn)dx =  
[
f
(
q
(
xi+ 1
2
, t
))
  f
(
q
(
xi− 1
2
, t
))]
Dengan mengintegralkan persamaan di atas terhadap waktu dari tn ke tn+1,
kemudian diperoleh
∫ x
i+12
x
i− 12
q(x, tn+1)dx 
∫ x
i+12
x
i− 12
q(x, tn)dx =  
[∫ tn+1
tn
f
(
q
(
xi+ 1
2
, t
))
 
∫ tn+1
tn
f
(
q
(
xi− 1
2
, t
))]
Persamaan di atas dibagi dengan ∆x, diperoleh
1
∆x
∫ x
i+12
x
i− 12
q(x, tn+1)dx =
1
∆x
∫ x
i+12
x
i− 12
q(x, tn)dx
  1
∆x
[∫ tn+1
tn
f
(
q
(
xi+ 1
2
, t
))
 
∫ tn+1
tn
f
(
q
(
xi− 1
2
, t
))]
(2.17)
Persamaan (2.17) menunjukkan bahwa nilai rata-rata dalam cell q
diperbaharui dalam satuan waktu. Secara umum, integral waktu dari sisi kanan
persamaan di atas tidak dapat ditentukan karena nilai q
(
xi± 1
2
, t
)
bervariasi dengan
waktu sepanjang setiap tepi dari cell, dan tidak memiliki solusi eksak. Sehingga
didapatkan bentuk diskrit dari hukum kekekalan massa dengan menggunakan
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metode volume hingga dapat dilihat pada persamaan berikut
Qn+1i = Q
n
i  
∆t
∆x
(
F n
i+ 1
2
  F n
i− 1
2
)
atau dapat ditulis dengan Persamaan (2.18).
Qn+1i  Qni
∆t
+
F n
i+ 1
2
  F n
i− 1
2
∆x
= 0 (2.18)
Pada metode volume hingga terdapat bermacam-macam skema. Skema
pada metode volume hingga digunakan sebagai diskritisasi pada pendekatan
numeris agar didapatkan hasil mendekati hasil sesungguhnya. Beberapa skema
yang terdapat pada metode volume hingga diantaranya yaitu:
1. Skema Lax Friedrichs
Skema Lax Friedrichs merupakan skema numerik dari finite volume
method yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan hiperbolik. Bentuk
dari skema Lax-Friedrichs (Leveque., 2004) secara umum dapat dilihat pada
Persamaan (2.19).
Qn+1i =
1
2
(Qni−1 +Q
n
i+1) 
∆t
2∆x
[f(Qni+1)  f(Qni−1)] (2.19)
2. Skema Godunov
Skema Godunov merupakan salah satu skema numerik dari metode
volume hingga (finite volume method) dimana pada penurunan rumusnya
dilakukan dengan melakukan pendekatan penyelesaian (aproksimasi) sebagai
jumlah dari fungsi linier dengan setiap sel-grid didefinisikan
sepotong-sepotong. Skema Godunov merupakan aproksimasi dari masalah
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Riemann pada setiap batas sel-grid (cell). Persamaan (2.20) merupakan bentuk
umum dari skema Godunov ( (Leveque., 2004).
F n
i− 1
2
=

min(f(Qni−1), (Q
n
i )), Q
n
i−1 < Q
n
i
max(f(Qni−1), (Q
n
i )), Q
n
i−1 > Q
n
i
(2.20)
2.8. Kestabilan
Menurut Zauderer (Zauderer,2006) pada permasalahan persamaan
diferensial parsial dapat menjadi stabil dan tidak stabil. Pada metode volume
hingga, ketidaksabilan menghasilkan kesalahan dalam pendekatan numerik
terhadap solusi eksak dari permasalahan yang dikaji sehingga solusi yang
didapatkan tidak mendekati solusi eksak yang diinginkan. Kriteria kestabilan
merupakan kondisi perlu dan cukup agar diperoleh solusi yang konvergen. Apabila
solusi yang dihasilkan tidak konvergen, maka stabilitas dari komputasi rendah.
Metode yang dapat digunakan untuk menganalisis kestabilan yaitu dengan
analisis stabilitas von Neumann atau dapat disebut dengan stabilitas Fourier. Dalam
menganalisis kestabilan von Neumann terhadap volume hingga dilakukan dengan
mensubstitusikan Persamaan (2.21) ke dalam persamaan yang digunakan.
unj = ρ
neiaj (2.21)
Dimana n menunjukkan waktu, superskrip i =
√
( 1), j menunjukkan
indeks arah, dan a berada dalam interval [0, 2pi]. Adapun syarat perlu dan cukup
untuk kestabilan von Neumann yaitu mutlak dari ρ kurang dari atau sama dengan 1
atau kriteria kestabilan tersebut dapat dilihat pada Persamaan (2.22)
(Zauderer,2006).
jρj  1 (2.22)
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Dengan ρ merupakan norm nilai eigen dari matriks.
2.9. Metode Perturbasi
Metode perturbasi adalah suatu metode yang dapat digunakan untuk
melinierisasikan persamaan fluida dengan menggunakan solusi equilibrium, yaitu
dimana solusi yang disusun tidak bergantung pada parameter t. Persamaan yang
digunakan pada metode perturbasi dapat dilihat pada Persamaan (2.23) (Wilson et
al.,1997).
η = 0 + η′ ) η(x, y, t) = η0(x, y, t) + η1(x, y, t) + 2η2(x, y, t) + ...+ nηn(x, y, t)
u = 0 + u′ ) u(x, y, t) = u0(x, y, t) + u1(x, y, t) + 2u2(x, y, t) + ..+ nun(x, y, t)
v = 0 + v′ ) v(x, y, t) = v0(x, y, t) + v1(x, y, t) + 2v2(x, y, t) + ..+ nvn(x, y, t)
(2.23)
Dengan mengaproksimasikan η0(x, y, t), u0(x, y, t) dan v0(x, y, t) menjadi :
η0(x, y, t)  0, u0(x, y, t)  0, v0(x, y, t)  0
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BAB III
METODE PENELITIAN
Penelitian dilakukan bertujuan agar medapatkan penyelesaian numeris serta
mensimulasikan model gelombang air laut di perairan Selat Sunda. Agar
mendapatkan penyelesaian numerik yang, maka diperlukan langkah-langkah
penelitian yang berurutan dan tepat. Hal ini bertujuan untuk memberi kemudahan
bagi peneliti dalam pembuktian kebenaran, analisa dan pendekatan numeris
terhadap persamaan gelombang air laut menggunakan metode volume hingga
(Shallow Water Equation). Dapat dilihat pada Gambar 3.1 merupakan alur
penelitian pada skripsi ini.
3.1. Jenis Penelitian
Penelitian ini tergolong ke dalam jenis penelitian kuantitatif. Karena
berdasarkan tujuan yang ingin dicapai, penelitian ini mengandung unsur
perhitungan serta data penelitian yang digunakan yaitu berbentuk numerik atau
angka. Hasil penelitian yang berupa pendekatan menggunakan metode volume
hingga (finite volume method) diharapkan mampu menjadi alternatif dalam
penyelesaian numeris dan simulasi ketinggian gelombang air laut di perairan Selat
Bali. Selain itu, diharapkan dapat bermanfaat pada bidang mitigasi bencana
dengan adanya peringatan dini untuk mengurangi dampak dari gelombang pada air
dangkal yang terjadi.
27
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3.2. Tahap Persiapan
3.2.1. Identifikasi Masalah
Masalah yang diangkat pada penelitian ini yaitu ketinggian gelombang air
laut yang tidak menentu menyebabkan terjadinya kecelakaan transportasi laut yang
terjadi. Oleh karena itu, penelitian kali ini yaitu mengimplementasikan metode
volume hingga pada simulasi model gelombang air laut dengan studi kasus pada
perairan Selat Sunda. Identifikasi masalah dilakukan dengan melakukan studi dan
mencari data yang berkaitan dengan ketinggian gelombang air laut yang tidak
menentu.
3.2.2. Studi Literatur
Studi literatur dilakukan agar didapatkan teori-teori serta kajian ataupun
penelitian terdahulu dengan membaca referensi yang berkaitan dengan
permasalahan yang dikaji.
3.3. Tahap Pengumpulan dan Pengolahan Data
3.3.1. Pengambilan Data
Data pada penelitian ini didapatkan dari Badan Meteorologi Klimatologi
dan Geofisika (BMKG) yaitu dengan studi kasus perairan Selat Sunda. Pemilihan
daerah yang diteliti yaitu Perairan Selat Sunda yang terletak -6.026957 oLS dan
105.7376 oBT. Informasi letak koordinat tersebut sebagai acuan koordinat pada
data penelitian skripsi ini. Adapun data yang digunakan merupakan data sampel
kecepatan rata-rata air laut dan ketinggian gelombang rata-rata.
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Gambar 3.1 Skema Alur Penelitian
3.3.2. Pengolahan Data
Pada pengolahan data terdapat beberapa tahapan, yaitu:
a. Memodelkan Persamaan Pengatur
Memodelkan sistem dasar fluida secara matematis untuk mendapatkan
persamaan pengatur yaitu dengan integrasi persamaan Navier-Stokes 3D yang
merupakan penurunan rumus dari konservasi massa dan kesetimbangan
momentum tiga dimensi terhadap elemen volume yang kemudian menghasilkan
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persamaan aliran air dangkal (shallow water equation) ditunjukkan pada
Persamaan (2.12), (2.13), (2.14).
b. Diskritisasi Model Metode Volume Hingga
Persamaan yang didaparkan kemudian dimodifikasi dengan
menggunakan persamaan diferensial parsial (PDP) agar didapatkan model
persamaan yang akan digunakan sebagai pendekatan numerik yaitu dengan
menggunakan metode volume hingga yang ditunjukkan pada persamaan (2.20).
c. Analisis Konvergensi
Kemudian dilakukan analisa konvergensi yaitu dengan menganalisa
kestabilan terhadap persamaan yang diturunkan sebelumnya guna mendapatkan
hasil simulasi yang baik. Dalam melakukan analisa kestabilan dilakukan
dengan menggunakan syarat von neumann yaitu pada Persamaan (2.21) serta
hasil dari analisa kestabilan von neumann apakah stabil atau tidak hanya dengan
model diperlukan syarat cukup yakni pada persamaan (2.22).
d. Model Simulasi Persamaan Numerik
Dilakukan simulasi terhadap persamaan numerik yang didapatkan
dengan melakukan beberapa model pengujian dengan menginisialisasi terhadap
kondisi atau variabel-variabel terkait yang akan dimodelkan. Selanjutnya,
dilakukan simulasi terhadap keadaan sebenarnya yaitu dengan menggunakan
data sampel ketinggian dan kecepatan yang ada pada perairan Selat Sunda guna
mengetahui keadaan gelombang yang sesungguhnya.
e. Analisa Hasil
Hasil dari simulasi model numerik dari metode volume hingga yaitu
didapatkan kecepatan arah x dan y serta ketinggian gelombang dari beberapa
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kondisi pada simulasi.
Adapun untuk mempermudah memahami metode yang digunakan, langkah-
langkah yang telah dijelaskan dapat digambarkan pada Gambar 3.2.
Gambar 3.2 Alur Pengolahan Data
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3.4. Tahap Analisa dan Kesimpulan
3.4.1. Analisis Hasil Simulasi
Dari hasil pengolahan data yang dilakukan, maka akan diinterpretasikan
dalam sebuah hasil sehingga dapat diinterpretasikan dalam sebuah hasil sehingga
dapat lebih mudah dimengerti maksudnya. Pada tahap ini didapatkan hasil
simulasi pengujian keadaan yaitu berupa kecepatan arahx dan y serta ketinggian
gelombang dari beberapa kondisi pada simulasi.
3.4.2. Kesimpulan
Setelah melalui tahapan-tahapan sebelumnya, maka didapatkan ringkasan
dari hasil permasalahan yang dikaji kemudian disusun menjadi kesimpulan.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1. Persamaan Pengatur pada Konstruksi Fluida
Model gelombang air dangkal dua dimensi berhubungan dengan variabel
ruang x, y dan variabel waktu t. Model tiga dimensi dari aliran fluida berhubungan
dengan model shallow water equation dua dimensi dengan menggunakan variabel
dimensi ruang yaitu x, y serta variabel waktu yaitu t.
Gambar 4.1 Ilustrasi Model Elemen Volume
33
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
34
Dapat dilihat pada Gambar 4.1, shallow water equation tersebut diturunkan
dari dua persamaan yakni persamaan kontinuitas berdimensi tiga dan juga
persamaan momentum yaitu dengan x, y, z merupakan dimensi ruang dan t
sebagai dimensi waktu. Untuk menyederhanakan variabel dan mempermudah
dalam penyelesaian permasalahan yang dikaji, maka dilakukan penurunan model
dengan menggunakan shallow water equation pada penyelesaian gelombang air
laut di perairan Selat Sunda.
Konstruksi model gelombang air dangkal dua dimensi dimulai dari
penurunan menggunakan persamaan kontinuitas dan persamaan-persamaan
momentum, kondisi batas kinematik gelombang air, kemudian penurunan tekanan
hidrostatis untuk gelombang air dangkal dua dimensi dari persamaan momentum
arah z.
4.1.1. Persamaan Kontinuitas
Berdasarkan hukum perpindahan massa terhadap suatu elemen volume
yang dimisalkan dengan berbentuk kubus. Sisi-sisi tersebut yaitu ∆x,∆y, dan ∆z
yang dilalui oleh fluida, maka dapat dilakukan penurunan rumus pada persamaan
kontinuitas. Misalkan ρ merupakan massa jenis dari suatu fluida, maka u, v, dan w
atau dapat disimbolkan dengan q. Dapat dikatakan bahwa q(u, v, w) merupakan
kecepatan partikel fluida yang bergerak searah dengan titik-titik koordinat ruang
fluida tersebut, yakni x, y, dan z.
Kecepatan dan luas penampang dari fluida tersebut mempengaruhi besarnya
volume fluida yang masuk ataupun keluar dari elemen volume. Pada Tabel 4.1
memperlihatkan jumlah massa fluida yang masuk serta fluida yang keluar baik dari
arah x, y, maupun z.
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Tabel 4.1 Massa Fluida
Jumlah Masuk Jumlah Keluar
(ρu)jx∆y∆z (ρu)jx+∆x∆y∆z
(ρv)jy∆x∆z (ρv)jy+∆y∆x∆z
(ρw)jz∆x∆y (ρw)jz+∆z∆x∆y
Apabila rapat massa fluida (massa jenis fluida) adalah ρ dan misalkan arah
aliran merupakan ke arah x, maka rata-rata massa fluida yang masuk pada kubus
yang melambangkan elemen volume dari fluida per satuan waktu (melalui bidang
x) yaitu sebesar (ρu)jx∆y∆z dan rata-rata fluida yang keluar melalui bidang
x + ∆x adalah (ρu)jx+∆x∆y∆z, dengan u menyatakan komponen kecepatan
dalam arah x. Sementara dalam arah y didapatkan rata-rata massa fluida yang
masuk pada elemen volume (kubus) per satuan waktu (melintasi bidang y) adalah
(ρv)jy∆x∆z dan rata-rata yang keluar melewati bidang y + ∆y adalah
(ρv)jy+∆y∆x∆z, dengan v menyatakan komponen kecepatan dalam arah y.
Sedangkan dalam z didapatkan rata-rata massa yang masuk pada elemen volume
(kubus) per satuan waktu (melintasi bidang z) adalah (ρw)jz∆x∆y dan rata-rata
yang keluar melewati bidang z + ∆z adalah (ρw)jz+∆z∆x∆y, dengan w
menyatakan komponen kecepatan dalam arah z.
Pada reaksi kimia diasumsikan bahwa tidak ada massa yang hilang pada
suatu percobaan, begitupula perubahan massa rata-rata. Perubahan tersebut
merupakan selisih antara rata-rata fluida yang masuk ke bidang dengan rata-rata
fluida yang keluar dari bidang. Maka diperoleh persamaan kesetimbangan massa
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yaitu:
∂ρ
∂t
∆x∆y∆z =[(ρu)jx   (ρu)jx+∆x]∆y∆z + [(ρv)jy   (ρv)jy+∆y]∆x∆z
+ [(ρw)jz   (ρw)jz+∆z]∆x∆y
=ρu∆y∆z   (ρu+ ρu
∂x
∆x)∆y∆z + ρv∆x∆z   (ρv + ρv
∂y
∆y)∆x∆z
+ ρw∆x∆y   (ρw + ρw
∂z
∆z)∆x∆y
=ρu∆y∆z   ρu∆y∆z   ρu
∂x
∆x∆y∆z + ρv∆x∆z   ρv∆x∆z
  ρv
∂y
∆x∆y∆z + ρw∆x∆y   ρw∆x∆y   ρw
∂z
∆x∆y∆z
∂ρ
∂t
∆x∆y∆z =  ρu
∂x
∆x∆y∆z   ρv
∂y
∆x∆y∆z   ρw
∂z
∆x∆y∆z
Kemudian kedua ruas dibagi dengan ∆x∆y∆z secara keseluruhan dengan
menggunakan pendekatan limit volume, yaitu untuk ∆x,∆y,∆z ! 0 sehingga
didapatkan Persamaan (4.1).
∂ρ
∂t
=  ρu
∂x
  ρv
∂y
  ρw
∂z
∂ρ
∂t
=  (ρu
∂x
+
ρv
∂y
+
ρw
∂z
) (4.1)
Sebagai hasil dari perubahan vektor kecepatan massaρq, persamaan (4.1)
merepresentasikan rata-rata perubahan massa jenis atau rapat massa pada suatu titik
tetap.
Apabila massa jenis fluida teteap dan kedua ruas dibagi dengan massa jenis
ρ, maka
∂ρ
∂t
= 0. Sehingga didapatkan persamaan kontinuitas yaitu pada persamaan
(4.2).
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
= 0 (4.2)
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4.1.2. Persamaan Momentum
Pada suatu elemen volume yang berbentuk kubus dengan sisi-sisinya yaitu
∆x,∆y dan ∆z yang dilalui oleh fluida, persamaan momentum dapat diturunkan
dengan berdasarkan kesetimbangan momentum tiga dimensi serta prinsip fisika
yaitu Hukum Newton II. Hukum Newton II menyatakan bahwa gaya total (ΣF )
merupakan hasil perkalian dari massa fluida atau dilambangkan dengan m dan
percepatannya atau dilambangkan dengan a. Rumus Hukum Newton dapat dilihat
pada Persamaan (2.15). Kemudian dengan menggunakan definisi percepatan yakni
percepatan merupakan hasil penurunan dari kecepatan (v) terhadap satuan waktu
(t). Persamaan Hukum Newton II dapat ditulis kembali menjadi:
ΣF = m
dv
dt
=
∫
mdv
= mv
Dimanamv adalah definisi secara fisika dari momentum (Pm). Dimana momentum
merupakan hasil perkalian antara massa (m) dengan kecepatannya (v). Sehingga
dapat juga ditulis pada Persamaan (4.3)
Pm = mv (4.3)
Kemudian digunakan hubungan antara massa dengan massa jenis yaitu pada
Persamaan(4.4)
ρ =
m
V
ρV = m (4.4)
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Sehingga Persamaan (4.3) dapat dimodifikasi sebagai berikut:
Pm = mv
Pm = (ρV )v
Pm = ρv(∆x∆y∆z) (4.5)
Dari hasil pada Persamaan (4.5), terlihat bahwa perubahan momentum pada
fluida terjadi secara tiga arah yakni x, y dan z. Untuk meninjau rata-rata perubahan
momentum pada elemen volumen yaitu dengan menghitung selisih dari rata-rata
momentum yang masuk ke sistem dan rata-rata yang keluar dari sistem yang
kemudian hasilnya ditambahkan dengan jumlah gaya-gaya yang bekerja pada
sistem tersebut. Ilustrasi neraca kesetimbangan momentum terdapat pada Gambar
4.2. Neraca kesetimbangan momentum adalah persamaan vektor, dimana setiap
komponen yang bekerja pada fluida menyatakan arah gerak fluida yang sesuai
dengan koordinat elemen hingga.
Gambar 4.2 Ilustrasi Kesetimbangan Momentum
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a. Arah x
Dari Gambar 4.2 dapat dilihat yaitu apabila ditinjau dari arah x, fluida
dengan massa jenis ρ dan bergerak dengan kecepatan u dengan melalui bidang x
maka apabila bergerak dalam selang waktu didapatkan hasil sebanyak
ρV jx = ρujx∆y∆z. Momentum fluida yang melintas bidang x sebesar
ρV jx = ρujx∆y∆z.ujx. Sehingga apabila ditinjau dari ketiga elemen volume,
neraca kesetimbangan momentum terhadap arah x dapat dilihat pada Tabel 4.2.
Tabel 4.2 Neraca Kesetimbangan Momentum yang bekerja dalam arah x
Masuk Keluar
ρu2jx∆y∆z ρu2jx+∆x∆y∆z
ρuvjy∆x∆z ρuvjy+∆y∆x∆z
ρuwjz∆x∆y ρuwjz+∆z∆x∆y
Dalam rata-rata perubahan momentum terdapat faktor lain yang terlibat
yakni gaya-gaya yang terjadi pada elemen volume yaitu gaya berat atau
disimbolkan dengan W yang dipengaruhi oleh gaya gravitasi serta gaya yang
dipengaruhi oleh tekanan (P ). Dalam arah x, gaya gravitasi dinotasikan dengan g,
sehingga gaya berat merupakan perkalian antara massa pada Persamaan 4.4
dengan gravitasi(g) sehingga dapat dimodifikasi dengan menggunakan gaya berat
yakni perkalian antara massa dengan gaya gravitasi. Sehingga hasil perhitungan
dapat dituliskan pada Persamaan (4.6) berikut ini:
W = m.g
= (ρV )g
= (ρg(∆x∆y∆z)) (4.6)
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
40
Seperti yang diketahui bahwa rumus umum tekanan P yaitu:
P =
F
A
F = P.A (4.7)
Dengan selisih gaya yang bekerja pada saat masuk dan keluar yang
dipengaruhi oleh tekanan dan luas yaitu:
F = Fmasuk   Fkeluar (4.8)
Gaya- gaya yang bekerja pada arah x dengan menggunakan Persamaan (4.8), serta
resultan gaya-gaya lain yang bekerja dalam arah x pada Persamaan (4.6) dapat
dituliskan sebagai berikut:
F = [P jx   P jx+∆x]∆y∆z
F = P jx   P jx+∆x]∆y∆z︸ ︷︷ ︸
1
+ (ρg(∆x∆y∆z))︸ ︷︷ ︸
2
Dengan 1 merupakan persamaan untuk gaya yang bekerja terhadap gaya tekan pada
sistem, dan 2 merupakan persamaan yang bekerja untuk gaya gravitasi yang dialami
oleh sistem.
Oleh karena itu, laju perubahan momentum yang terjadi pada arah x
terhadap t yakni:
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∂ρu
∂t
∆x∆y∆z = Momentum Rata-Rata yang Masuk pada Sistem - Momentum Rata-Rata
yang Keluar dari Sistem + Resultan Gaya
=[(ρu2jx   ρu2jx+∆x)∆y∆z + (ρuvjy   ρuvjy+∆y)∆x∆z + (ρuwjz
  ρuwjz+∆z)∆x∆y] + [P jx   P jx+∆x]∆y∆z + ρg(∆x∆y∆z)
=[(ρu2   (ρu2 + ∂ρu
2
∂x
∆x)∆y∆z) + (ρuv   (ρuv + ∂ρuv
∂y
∆y)∆x∆z)
+ (ρuw   (ρuw + ∂uw
∂z
∆z)∆x∆y)] + (P   (P + ∂P
∂x
∆x)∆y∆z)
+ ρg(∆x∆y∆z)
=  ∂ρu
2
∂x
∆x∆y∆z   ∂ρuv
∂y
∆x∆y∆z   ∂ρuw
∂z
∆x∆y∆z   ∂P
∂x
∆x∆y∆z
+ ρg(∆x∆y∆z)
Kemudian hasil diatas dibagi dengan ∆x∆y∆z sehingga didapatkan:
∂ρu
∂t
=  ∂ρu
2
∂x
  ∂ρuv
∂y
  ∂ρuw
∂z
  ∂P
∂x
+ ρg
∂ρu
∂t
+
∂ρu2
∂x
+
∂ρuv
∂y
+
∂ρuw
∂z
=ρg   ∂P
∂x
Dengan mengasumsikan ρ (massa jenis) kontan dikarenakan di laut memiliki massa
jenis yang sama sehingga persamaan di atas dibagi dengan ρ. Sehingga didapatkan
Persamaan (4.9) berikut ini:
∂u
∂t
+
∂u2
∂x
+
∂uv
∂y
+
∂uw
∂z
= g   1
ρ
∂P
∂x
(4.9)
b. Arah y
Dari Gambar 4.2 dapat dilihat yaitu apabila ditinjau dari arah y, fluida
dengan massa jenis ρ dan bergerak dengan kecepatan v melintasi bidang x maka
dalam selang satuan waktu terdapat sebanyak ρV jx = ρvjx∆y∆z. Momentum
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yang melintas bidang x sebesar ρV jx = ρujx∆y∆z.vjx. Sehingga apabila ditinjau
dari ketiga elemen volume, neraca kesetimbangan momentum terhadap arah y
dapat dilihat pada Tabel 4.3.
Tabel 4.3 Neraca Kesetimbangan Momentum yang bekerja dalam arah y
Masuk Keluar
ρuvjx∆y∆z ρuvjx+∆x∆y∆z
ρv2jy∆x∆z ρv2jy+∆y∆x∆z
ρvwjz∆x∆y ρvwjz+∆z∆x∆y
Dalam rata-rata perubahan momentum terdapat faktor lain yang terlibat
yakni gaya-gaya yang terjadi pada elemen volume yaitu gaya berat atau
disimbolkan dengan W yang dipengaruhi oleh gaya gravitasi serta gaya yang
dipengaruhi oleh tekanan (P ). Dalam arah y, gaya gravitasi dinotasikan dengan g,
sehingga gaya berat merupakan perkalian antara massa pada Persamaan 4.4
dengan gravitasi(g) sehingga dapat dimodifikasi dengan menggunakan gaya berat
yakni perkalian antara massa dengan gaya gravitasi. Hasil perhitungan dapat
dituliskan pada Persamaan (4.10).
W = m.g
= (ρV )g
= (ρg(∆x∆y∆z)) (4.10)
Dengan selisih gaya yang bekerja pada saat masuk dan keluar arah y yang
dipengaruhi oleh tekanan dan luas dengan menggunakan Persamaan (4.8), Sehingga
resultan gaya-gaya lain yang bekerja dalam arah y yakni:
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F = [P jy   P jy+∆y]∆x∆z
= P jy   P jy+∆y]∆x∆z︸ ︷︷ ︸
1
+ (ρg(∆x∆y∆z))︸ ︷︷ ︸
2
Dengan 1 merupakan persamaan untuk gaya yang bekerja terhadap gaya tekan pada
sistem, dan 2 merupakan persamaan yang bekerja untuk gaya gravitasi yang dialami
oleh sistem.
Oleh karena itu, laju perubahan momentum yang terjadi pada arah y
terhadap t yakni:
∂ρv
∂t
∆x∆y∆z = Momentum Rata-Rata Fluida yang Masuk ke Sistem - Momentum Rata-Rata
Fluida yang Keluar dari Sistem + Resultan Gaya
=[(ρuvjx   ρuvjx+∆x)∆y∆z + (ρv2jy   ρv2jy+∆y)∆x∆z + (ρvwjz
  ρvwjz+∆z)∆x∆y] + [P jy   P jy+∆y]∆x∆z + ρg(∆x∆y∆z)
=[(ρuv   (ρuv + ∂ρuv
∂x
∆x)∆y∆z) + (ρv2   (ρv2 + ∂ρv
2
∂y
∆y)∆x∆z)
+ (ρvw   (ρvw + ∂vw
∂z
∆z)∆x∆y)] + (P   (P + ∂P
∂y
∆x)∆y∆z)
+ ρg(∆x∆y∆z)
=  ∂ρuv
∂x
∆x∆y∆z   ∂ρv
2
∂y
∆x∆y∆z   ∂ρvw
∂z
∆x∆y∆z   ∂P
∂y
∆x∆y∆z
+ ρg(∆x∆y∆z)
Kemudian hasil diatas dibagi dengan ∆x∆y∆z sehingga didapatkan:
∂ρv
∂t
=  ∂ρuv
∂x
  ∂ρv
2
∂y
  ∂ρvw
∂z
  ∂P
∂y
+ ρg
∂ρv
∂t
+
∂ρuv
∂x
+
∂ρv2
∂y
+
∂ρvw
∂z
=ρg   ∂P
∂y
Dengan mengasumsikan ρ (massa jenis) kontan dikarenakan di laut memiliki massa
jenis yang sama maka hasil perhitungan dibagi ρ dan didapatkan Persamaan (4.11)
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berikut ini:
∂v
∂t
+
∂uv
∂x
+
∂v2
∂y
+
∂vw
∂z
= g   1
ρ
∂P
∂y
(4.11)
c. Arah z
Dari Gambar 4.2 dapat dilihat yaitu apabila ditinjau dari arah z, fluida
dengan massa jenis ρ dan bergerak dengan kecepatan w melalui bidang z maka
dalam selang satuan waktu terdapat sebanyak ρV jx = ρwjx∆y∆z. Momentum
yang melalui bidang x sebesar ρV jx = ρujx∆y∆z.wjx. Sehingga apabila ditinjau
dari ketiga elemen volume, neraca kesetimbangan momentum terhadap arah z
dapat dilihat pada Tabel 4.4.
Tabel 4.4 Neraca Kesetimbangan Momentum yang bekerja dalam arah z
Masuk Keluar
ρuwjx∆y∆z ρuwjx+∆x∆y∆z
ρvwjy∆x∆z ρvwjy+∆y∆x∆z
ρw2jz∆x∆y ρw2jz+∆z∆x∆y
Dalam rata-rata perubahan momentum terdapat faktor lain yang terlibat
yakni gaya-gaya yang terjadi pada elemen volume yaitu gaya berat atau
disimbolkan dengan W yang dipengaruhi oleh gaya gravitasi serta gaya yang
dipengaruhi oleh tekanan (P ). Dalam arah z, gaya gravitasi dinotasikan dengan g,
sehingga gaya berat merupakan perkalian antara massa pada Persamaan 4.4
dengan gravitasi(g) sehingga dapat dimodifikasi dengan menggunakan gaya berat
yakni perkalian antara massa dengan gaya gravitasi. Hasil perhitungan dapat
dituliskan pada Persamaan (4.12).
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W = m.g
= (ρV )g
= (ρg(∆x∆y∆z)) (4.12)
Dengan selisih gaya yang bekerja pada saat masuk dan keluar arah z yang
dipengaruhi oleh tekanan dan luas dengan menggunakan Persamaan (4.8), Sehingga
resultan gaya-gaya lain yang bekerja dalam arah z yakni:
F = [P jz   P jz+∆z]∆x∆y
= P jz   P jz+∆z]∆x∆y︸ ︷︷ ︸
1
+ (ρg(∆x∆y∆z))︸ ︷︷ ︸
2
Dengan 1 merupakan persamaan untuk gaya yang bekerja terhadap gaya tekan pada
sistem, dan 2 merupakan persamaan yang bekerja untuk gaya gravitasi yang dialami
oleh sistem.
Oleh karena itu, laju perubahan momentum yang terjadi pada arah z
terhadap t yakni:
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∂ρv
∂t
∆x∆y∆z = Momentum Rata-Rata Fluida yang Masuk ke Sistem - Momentum Rata-Rata
Fluida yang Keluar dari Sistem + Resultan Gaya
=[(ρuwjx   ρuwjx+∆x)∆y∆z + (ρvwjy   ρvwjy+∆y)∆x∆z + (ρvwjz
  ρw2jz+∆z)∆x∆y] + [P jz   P jz+∆z]∆x∆z + ρg(∆x∆y∆z)
=[(ρuw   (ρuw + ∂ρuw
∂x
∆x)∆y∆z) + (ρvw   (ρvw + ∂ρvw
∂y
∆y)∆x∆z)
+ (ρw2   (ρw2 + ∂w
2
∂z
∆z)∆x∆y)] + (P   (P + ∂P
∂z
∆z)∆x∆y)
+ ρg(∆x∆y∆z)
=  ∂ρuw
∂x
∆x∆y∆z   ∂ρvw
∂y
∆x∆y∆z   ∂ρw
2
∂z
∆x∆y∆z   ∂P
∂z
∆x∆y∆z
+ ρg(∆x∆y∆z)
Kemudian kedua ruas dibagi dengan ∆x∆y∆z maka didapatkan:
∂ρw
∂t
=  ∂ρuw
∂x
  ∂ρvw
∂y
  ∂ρw
2
∂z
  ∂P
∂z
+ ρg
∂w
∂t
=  ∂uw
∂x
  ∂vw
∂y
  w
2
∂z
  1
ρ
∂P
∂z
+ g
∂w
∂t
+
∂uw
∂x
+
∂vw
∂y
  w
2
∂z
= g   1
ρ
∂P
∂z
(4.13)
Karena gaya gravitasi hanya bekerja pada arah atau bidang z saja maka untuk gaya
gravitasi pada Persamaan (4.6) dan (4.10) yang bekerja pada x dan y adalah 0
sehingga didapatkan persamaan berikut:
∂u
∂t
+
∂u2
∂x
+
∂uv
∂y
+
∂uw
∂z
=  1
ρ
∂P
∂x
(4.14)
∂v
∂t
+
∂uv
∂x
+
∂v2
∂y
+
∂vw
∂z
=  1
ρ
∂P
∂y
(4.15)
∂w
∂t
+
∂uw
∂x
+
∂vw
∂y
+
∂w2
∂z
= g   1
ρ
∂P
∂z
(4.16)
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Persamaan momentum pada arah z yaitu Persamaan (4.16) kemudian
dijabarkan untuk menentukan tekanan hidrostatis untuk gelombang air dangkal
dua dimensi. Kemudian dijabarkan dengan menggunakan aturan rantai menjadi
seperti berikut:
∂w
∂t
+
(
∂w
∂x
.u+
∂u
∂x
.w
)
+
(
∂w
∂y
.v +
∂v
∂y
.w
)
+
(
∂w
∂z
.w +
∂w
∂z
.z
)
= g   1
ρ
∂P
∂z
∂w
∂t
+
∂w
∂x
.u+
∂w
∂y
.v +
∂w
∂z
.w + w
 ∂u∂x + ∂v∂y + ∂w∂z︸ ︷︷ ︸
Persamaan kontinuitas(=0)
 = g   1ρ ∂P∂z
∂w
∂t
+
∂w
∂x
∂x
∂t
+
∂w
∂y
∂y
∂t
+
∂w
∂z
∂z
∂t︸ ︷︷ ︸
Turunan Total w
Dw
Dt

+0 = g   1
ρ
∂P
∂z
Karena fluida tidak mengalami berotasi, maka hasil turunan total untuk w yaitu 0.
Oleh karena itu didapatkan:
0 = g   1
ρ
∂P
∂z
 g =  1
ρ
∂P
∂z
g =
1
ρ
∂P
∂z
g.ρ.∂z = ∂P
Dengan P merupakan tekanan hidrostatis, pada persamaan di atas tekanan
hidrostatis didapatkan dengandari hasil pengintegralan variabel z terhadap batas
atas dan batas bawahnya yaitu η(x, y, t) dan sepanjang z. Dengan spanjang z yaitu
konstan.
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∫
∂P =
η(x,y,t)∫
z
ρg ∂z
P = ρgz
∣∣∣η(x,y,t)
z
= ρgη(x, y, t)  ρgz
= ρg(η(x, y, t)  z)
Kemudian, disubstitusikan pada Persamaan (4.14) dan (4.15), namun sebelumnya
diturunkan terlebih dahulu terhadap x dan y.
∂P
∂x
=
∂(ρg(η(x, y, t)  z))
∂x
∂P
∂x
= ρg
∂η
∂x
(4.17)
∂P
∂y
=
∂(ρg(η(x, y, t)  z))
∂y
∂P
∂y
= ρg
∂η
∂y
(4.18)
Sehingga didapatkan hasil substitusi dari Persamaan (4.17) dan (4.18) ke Persamaan
(4.14) dan (4.15) yaitu pada Persamaan (4.19) dan (4.20).
∂u
∂t
+
∂u2
∂x
+
∂uv
∂y
+
∂uw
∂z
=  1
ρ
(
ρg
∂η
∂x
)
=  g ∂η
∂x
(4.19)
∂v
∂t
+
∂uv
∂x
+
∂v2
∂y
+
∂vw
∂z
=  1
ρ
(
ρg
∂η
∂y
)
=  g ∂η
∂x
(4.20)
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4.2. Rata-Rata Kedalaman
Langkah selanjutnya yang dilakukan setelah menentukan tekanan hidrostatis
dari sistem, maka akan dilakukan penentuan kedalaman dari gelombang. Dapat
dilihat pada Gambar 4.3 yang menggambarkan kondisi batas kinematik dari fluida.
Gambar 4.3 Kondisi Batas Kinematik
Persamaan yang digunakan untuk menentukan rata-rata kedalamannya yaitu
Persamaan kontinuitas , Persamaan (4.19) dan (4.20). Dapat dilihat berdasarkan
Gambar 4.3, persamaan-persamaan tersebut diintegralkan terhadap z dengan z =
η(x, y, t) sebagai batas atas dan z =  b(x, y) sebagai batas bawah.
4.2.1. Kedalaman Rata-Rata Persamaan Kontinuitas
Untuk mengetahui rata-rata kedalaman untuk persamaan ini, dapat diuraikan
dengan cara sebagai berikut:
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η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
)
dz = 0
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂x
)
dz +
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂v
∂y
)
dz +
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂w
∂z
)
dz = 0 (4.21)
Dengan menggunakan aturan Leibniz pada Persamaan (2.6), persamaan di atas
dapat diuraikan satu per satu.
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂x
)
dz =
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz   u
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂x
  u
∣∣∣
−b(x,y
∂b(x, y)
∂x
=
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz   u
∣∣∣
η
ηx   u
∣∣∣
−b
bx (4.22)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂v
∂y
)
dz =
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz   v
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂y
  v
∣∣∣
−b(x,y
∂b(x, y)
∂y
=
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz   v
∣∣∣
η
ηy   v
∣∣∣
−b
by (4.23)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂w
∂z
)
dz = w
∣∣∣
η(x,y,t)
  w
∣∣∣
−b(x,y)
= w
∣∣∣
η
  w
∣∣∣
b
(4.24)
Apabila Persamaan (4.22), (4.23), dan (4.24) apabila disubstitusikan ke Persamaan
(4.21) akan didapatkan hasil sebagai berikut:
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η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂x
+
∂v
∂y
+
∂w
∂z
)
dz = 0
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂x
)
dz +
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂v
∂y
)
dz +
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂w
∂z
)
dz = 0
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz   u
∣∣∣
η
ηx   u
∣∣∣
−b
bx +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz   v
∣∣∣
η
ηy   v
∣∣∣
−b
by + w
∣∣∣
η
  w
∣∣∣
b
= 0
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz +
[
 
(
u
∣∣∣
η(x,y,t)
)
∂η
∂x
 
(
v
∣∣∣
η(x,y,t)
)
∂η
∂y
+ w
∣∣∣
η(x,y,t)
]
 
[(
u
∣∣∣
−b(x,y)
)
∂b
∂x
 
(
v
∣∣∣
−b(x,y)
)
∂b
∂y
+ w
∣∣∣
−b(x,y)
]
= 0
Didapatkan hasil substitusi yaitu menyatakan rata-rata kedalaman untuk persamaan
kontinuitas yaitu pada Persamaan (4.25).
∂η
∂t
+
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz = 0 (4.25)
Selanjutnya, hasil pada Persamaan (4.25) diaproksimasi dengan
menggunakan Kaidah Riemann. Hasil aproksimasi dapat dilihat pada Persamaan
(4.26) dan (4.27) sebagai berikut.
η∫
−b
udz  u(η + b) (4.26)
η∫
−b
vdz  v(η + b) (4.27)
atau dapat ditulis seperti Persamaan (4.28) berikut ini.
∂
∂x
(
lim
∆z→0
η∑
i=1
ui∆zi
)
+
∂
∂y
(
lim
∆z→0
η∑
i=1
vi∆zi
)
+ ηt = 0 (4.28)
Karena ∆z 6= 0 maka operator limit diabaikan dengan mengasumsikan bahwa z
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merupakan η + b merupakan nilai yang sangat kecil karena diperoleh dari asumsi
air dangkal yang mengakibatkan u dan v dapat dianggap konstan terhadap z, maka
Persamaan (4.25) dapat ditulis menjadi Persamaan (4.29) berikut:
∂η
∂t
+
∂
∂x
[u(η + b)] +
∂
∂y
[v(η + b)] = 0 (4.29)
4.2.2. Kedalaman Rata-Rata Persamaan Momentum Arah x
Langkah selanjutnya yaitu melakukan penentuan kedalaman rata-rata dari
gelombang dengan menggunakan persamaan momentum arah x dapat diuraikan
seperti berikut:
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂t
+
∂u2
∂x
+
∂uv
∂y
+
∂uw
∂z
)
dz =
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
 g ∂η
∂x
)
dz (4.30)
Selanjutnya dengan menggunakan aturan Leibniz untuk mengintegralkan u
dan mengintegralkan v, sementara w menggunakan cara integral secara umum dan
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(η + b) independen terhadap z sehingga dapat ditulis:
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u
∂t
)
dz =
∂
∂t
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz   u
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂t
  u
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂t
(4.31)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂u2
∂x
)
dz =
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
u2dz   u2
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂x
  u2
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂x
(4.32)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂uv
∂y
)
dz =
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
u2dz   uv
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂y
  uv
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂y
(4.33)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂uw
∂z
)
dz = uw
∣∣∣
η(x,y,t)
+ uw
∣∣∣
−b(x,y)
(4.34)
 g
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂η
∂z
)
dz =  g ∂η
∂x
(
z
∣∣∣
η(x,y,t)
+ z
∣∣∣
−b(x,y)
)
=  g(η + b)∂η
∂x
(4.35)
Hasil dari penjabaran pada Persamaan (4.31), (4.32), (4.33), (4.34), dan (4.35)
terhadap Persamaan momentum arah x yaitu pada Persamaan (4.30). Sehingga
didapatkan hasil penjabaran sebagai berikut:
∂
∂t
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz +
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
u2dz +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
uvdz   u
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂t
  uv
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂y
  u2
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂x
+ uw
∣∣∣
η(x,y,t)
  u
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂t
  u2
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂x
 uv
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂y
+ uw
∣∣∣
−b(x,y)
=  g(η + b)∂η
∂x
Sehingga didapatkan hasil rata-rata kedalaman momentum arah x yaitu dapat dilihat
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pada Persamaan (4.36).
∂
∂t
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
udz +
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
u2dz +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
uvdz =  g(η + b)∂η
∂x
(4.36)
atau dapat ditulis dengan Persamaan (4.37).
  g(η + b)∂η
∂x
=
∂
∂t
(
lim∆z→0
η∑
i=1
ui∆zi
)
+
∂
∂x
(
lim∆z→0
η∑
i=1
ui
2∆zi
)
+
∂
∂y
(
lim∆z→0
η∑
i=1
uivi∆zi
)
(4.37)
Karena ∆z 6= 0 maka operator limit bisa diabaikankan dengan mengasumsikan
bahwa z merupakan η + b dimana merupakan nilai yang sangat kecil yang
diperoleh dari mengasumsikan air dangkal yang mengakibatkan u dan v dapat
dianggap konstan terhadap z, maka dapat diketahui bahwa kedalaman rata-ratanya
yaitu ∆z = η(x, y, t) + b(x, y) = η + b. Sehingga didapatkan Persamaan (4.38)
yaitu sebagai rata-rata kedalaman yang didapatkan dari Persamaan (4.30).
∂((η + b)u)
∂t
+
∂((η + b)u2)
∂x
+
∂((η + b)uv)
∂y
=  g(η + b)∂η
∂x
(4.38)
4.2.3. Kedalaman Rata-Rata Persamaan Momentum Arah y
Langkah selanjutnya yaitu melakukan penentuan kedalaman rata-rata dari
gelombang dengan menggunakan persamaan momentum arah y dapat diuraikan
seperti pada Persamaan (4.39) berikut.
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂v
∂t
+
∂uv
∂x
+
∂v2
∂y
+
∂vw
∂z
)
dz =
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
 g ∂η
∂x
)
dz (4.39)
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Kemudian Persamaan (4.39) dijabarkan sebagai berikut.
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂v
∂t
)
dz =
∂
∂t
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz   v
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂t
  v
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂t
(4.40)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂v2
∂y
)
dz =
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
v2dz   v2
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂y
  v2
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂y
(4.41)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂uv
∂x
)
dz =
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
uvdz   uv
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂x
  v2
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂x
(4.42)
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂vw
∂z
)
dz = vw
∣∣∣
η(x,y,t)
+ vw
∣∣∣
−b(x,y)
(4.43)
 g
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
(
∂η
∂y
)
dz =  g∂η
∂y
(
z
∣∣∣
η(x,y,t)
+ z
∣∣∣
−b(x,y)
)
=  g(η + b)∂η
∂y
(4.44)
Hasil dari penjabaran pada Persamaan (4.40), (4.41), (4.42), (4.43), dan (4.44) yang
apabila disubstitusikan terhadap Persamaan (4.39) yaitu didapatkan:
∂
∂t
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
v2dz +
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
uvdz   v
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂t
  uv
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂x
 v2
∣∣∣
η(x,y,t)
∂η(x, y, t)
∂t
+ vw
∣∣∣
η(x,y,t)
  v
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂t
  v2
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂x
 uv
∣∣∣
−b(x,y)
∂b(x, y)
∂y
+ uw
∣∣∣
−b(x,y)
=  g(η + b)∂η
∂y
Selanjutnya mensubstitusikan syarat batas kinematik, sehingga didapatkan
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Persamaan (4.45):
∂
∂t
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
vdz +
∂
∂y
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
v2dz +
∂
∂x
η(x,y,t)∫
−b(x,y)
uvdz =  g(η + b)∂η
∂y
(4.45)
atau dapat ditulis seperti Persamaan (4.46) berikut:
  g(η + b)∂η
∂y
=
∂
∂t
(
lim∆z→0
η∑
i=1
vi∆zi
)
+
∂
∂y
(
lim∆z→0
η∑
i=1
vi
2∆zi
)
+
∂
∂x
(
lim∆z→0
η∑
i=1
uivi∆zi
)
(4.46)
Karena didapatkan hasil bahwa ∆z 6= 0 maka operator limit dapat
dihilangkan dengan mengasumsikan bahwa z merupakan η + b dimana merupakan
nilai yang sangat kecil yang diperoleh dari mengasumsikan air dangkal yang
mengakibatkan nilai u dan v dapat dianggap konstan terhadap z, maka dapat
diketahui bahwa rata-rata kedalamannya yaitu ∆z = η(x, y, t) + b(x, y) = η + b.
Sehingga didapatkan Persamaan (4.47) yaitu sebagai rata-rata kedalaman yang
didapatkan dari Persamaan (4.39).
∂((η + b)v)
∂t
+
∂((η + b)v2)
∂y
+
∂((η + b)uv)
∂x
=  g(η + b)∂η
∂y
(4.47)
4.3. Hubungan Antara Dasar dengan Permukaan Gelombang
Hubungan antara dasar dengan permukaan gelombang pada gelombang air
dangkal dapat dilihat pada Gambar 4.4.
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Gambar 4.4 Ilustrasi Hubungan Permukaan dan Dasar Gelombang
Pada Gambar 4.4 tersebut dapat dilihat bahwa h merupakan hasil
pengurangan antara η yang merupakan batas atau permukaan gelombang dengan b
yang merupakan dasar gelombang. Sehingga dapat dituliskan seperti pada
Persamaan (4.48).
h(x, y, t) = η(x, y, t)  ( b(x, y))
h(x, y, t) = η(x, y, t) + b(x, y) (4.48)
Apabila Persamaan (4.48) diturunkan terhadap t maka didapatkan hasil penurunan
yaitu pada Persamaan (4.49).
h(x, y, t) = η(x, y, t) (4.49)
Kemudian Persamaan (4.48) dan (4.49) disubstitusikan pada persamaan momentum
arah x yaitu Persamaan (4.19). Sehingga didapatkan hasil seperti pada Persamaan
(4.50) dan berikut ini ini penjabarannya:
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∂hu
∂t
+
∂hu2
∂x
+
∂huv
∂y
=  gh∂(h+ b)
∂x
=  gh∂h
∂x
  gh ∂b
∂x
=  g
[
1
2
∂
∂x
(h2)
]
  gh ∂b
∂x
=  
∂
(
1
2
gh2
)
∂x
  gh ∂b
∂x
∂hu
∂t
+
∂hu2
∂x
+
∂huv
∂y
=  
∂
(
1
2
gh2
)
∂x
  gh ∂b
∂x
∂hu
∂t
+
∂hu2
∂x
+
∂huv
∂y
+
∂
(
1
2
gh2
)
∂x
=  gh ∂b
∂x
∂hu
∂t
+
∂
(
hu2 +
1
2
gh2
)
∂x
+
∂huv
∂y
=  gh ∂b
∂x
(4.50)
Kemudian Persamaan (4.48) dan (4.49) disubstitusikan pada persamaan momentum
arah y yaitu Persamaan (4.20). Sehingga didapatkan hasil seperti pada Persamaan
(4.51) dan berikut ini penjabarannya:
∂hv
∂t
+
∂huv
∂x
+
∂hv2
∂y
=  gh∂(h+ b)
∂y
=  gh∂h
∂y
  gh∂b
∂y
=  g
[
1
2
∂
∂y
(h2)
]
  gh∂b
∂y
=  
∂
(
1
2
gh2
)
∂y
  gh∂b
∂y
∂hu
∂t
+
∂hu2
∂x
+
∂huv
∂y
=  
∂
(
1
2
gh2
)
∂y
  gh∂b
∂y
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∂hv
∂t
+
∂huv
∂x
+
∂hv2
∂y
+
∂
(
1
2
gh2
)
∂y
=  gh∂b
∂y
∂hu
∂t
+
∂huv
∂x
+
∂
(
hu2 +
1
2
gh2
)
∂y
=  gh∂b
∂y
(4.51)
Selanjutnya apabila Persamaan (4.48) dan (4.49) disubstitusikan pada
persamaan kontinuitas pada Persamaan (4.29) maka didapatkan Persamaan (4.52).
∂hu
∂x
+
∂hv
∂y
+
∂h
∂t
= 0 (4.52)
Persamaan (4.50), (4.51), dan (4.52) dapat ditulis kembali dengan bentuk
sistem persamaan pengatur yaitu sistem persamaan dari gelombang air dangkal pada
Persamaan (4.53).
∂hu
∂t
+
∂
(
hu2 +
1
2
gh2
)
∂x
+
∂huv
∂y
=  gh ∂b
∂x
∂hu
∂t
+
∂huv
∂x
+
∂
(
hu2 +
1
2
gh2
)
∂y
=  gh∂b
∂y
∂hu
∂x
+
∂hv
∂y
+
∂h
∂t
= 0
(4.53)
4.4. Linierisasi Persamaan Sistem Gelombang Air dangkal
Pada linierisasi persamaan sistem gelombang air dangkal, diasumsikan b
konstan karena dasar saluran diasumsikan tidak berubah terhadap x ataupun y
maka ruas kanan dari Persamaan (4.53) sama dengan nol sehingga dapat dilihat
pada Persamaan (4.54) atau Persamaan (4.55) berikut ini.
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∂hu
∂t
+
∂
(
hu2 +
1
2
gh2
)
∂x
+
∂huv
∂y
= 0
∂hu
∂t
+
∂huv
∂x
+
∂
(
hu2 +
1
2
gh2
)
∂y
= 0
∂hu
∂x
+
∂hv
∂y
+
∂h
∂t
= 0
(4.54)
atau dapat dituliskan dengan persamaan sebagai berikut:
∂η
∂t
+
∂
∂x
[u(η + b)] +
∂
∂y
[v(η + b)] = 0
∂
∂t
[u(η + b)u] +
∂
∂x
[
u2(η + b) +
1
2
g(η + b)2
]
+
∂
∂y
[uv(η + b)] = 0
∂
∂t
[v(η + b)] +
∂
∂x
[uv(η + b)] +
∂
∂y
[
v2(η + b) +
1
2
g(η + b)2)
]
= 0
(4.55)
Persamaan (4.55) akan dilinierkan agar sistem persamaan air dangkal lebih
mudah diselesaikan. Untuk melinierkan persamaan air dangkal, dilakukan dengan
menggunakan permisalan dengan menggunakan metode perturbasi yaitu pada
Persamaan (2.23):
η = 0 + η′ ) η(x, y, t) = η0(x, y, t) + η1(x, y, t) + 2η2(x, y, t) + ...+ nηn(x, y, t)
u = 0 + u′ ) u(x, y, t) = u0(x, y, t) + u1(x, y, t) + 2u2(x, y, t) + ..+ nun(x, y, t)
v = 0 + v′ ) v(x, y, t) = v0(x, y, t) + v1(x, y, t) + 2v2(x, y, t) + ..+ nvn(x, y, t)
dengan:
η0(x, y, t)  0, u0(x, y, t)  0, v0(x, y, t)  0
Kemudian mensubstitusikan Persamaan (2.23) ke Persamaan (4.55).
Selanjutnya, hasil substitusi dipotong hanya sampai dengan orde , sehingga yang
didapatkan adalah bentuk linier dari persamaan gelombang air dangkal dan
langkah-langkah linierisasi terhadap Persamaan (4.55) dapat dilihat pada Lampiran
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A, B, dan C.
Adapun hasil dari linierisasi dari persamaan gelombang air dangkal yaitu
didapatkan sebuah sistem persamaan air dangkal yang linier dan dapat dilihat pada
Persamaan (4.56), (4.57), dan (4.58).(
∂
∂x
u1(x, y, t)
)
b+
(
∂
∂y
v1(x, y, t)
)
b+
∂
∂t
η1(x, y, t) = 0 (4.56)
b
((
∂
∂x
η1(x, y, t)
)
g +
∂
∂t
u1(x, y, t)
)
= 0 (4.57)
b
((
∂
∂y
η1(x, y, t)
)
g +
∂
∂t
v1(x, y, t)
)
= 0 (4.58)
Hasil linierisasi pada Persamaan (4.56), (4.57), dan (4.58) dapat juga
dituliskan sebagai berikut:
∂h
∂t
+ b
∂u
∂x
+ b
∂v
∂y
= 0 (4.59)
∂u
∂t
+ g
∂h
∂x
= 0 (4.60)
∂v
∂t
+ g
∂η
∂y
= 0 (4.61)
Pada shallow water equation linier 2 dimensi, gambaran gelombang
merupakan fungsi dari variabel ruang yaitu x dan y dan juga variabel t. Pada
Persamaan (4.56), (4.57), dan (4.58), variabel h merupakan simpangan permukaan
air dari kondisi setimbang z = b, variabel u merupakan kecepatan fluida di
permukaan pada arah x, variabel v merupakan kecepatan fluida di permukaan pada
arah y, dan g merupakan percepatan gravitasi pada fluida.
4.5. Skema Godunov
Sebelum memasuki metode volume hingga dengan skema Godunov, pada
penelitian kali ini digunakan domain [0,Mx]  [0,My]. Pada Gambar 4.5 selang
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[0,Mx] dipartisi dengan selang 12∆x dengan titik-titik partisi
x 1
2
= 0, x1, ..., xj− 1
2
, xj, xj+ 1
2
, ..., xNx, xNx+1 = Mx. Demikian juga selang [0,My]
dipartisi dengan selang 1
2
∆y dengan titik-titik partisi
y 1
2
= 0, y1, ..., yk− 1
2
, yk, yk+ 1
2
, ..., yNy, yNy+1 = My.
Gambar 4.5 Ilustrasi Grid 2 Dimensi (Arakawa C-Grid)
Persamaan air dangkal 2 dimensi yang telah dilinierisasikan yaitu pada
Persamaan (4.59), (4.60), dan (4.61) apabila didiskritisasi dengan menggunakan
skema godunov yaitu dapat ditulis sebagai berikut:
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0 =
hn+1j,k   hnj,k
∆t
+ b
(
un
j+ 1
2
,k
  un
j− 1
2
,k
∆x
)
+ b
(
vn
j,k+ 1
2
  vn
j,k− 1
2
∆y
)
hn+1j,k   hnj,k
∆t
=  b
(
un
j+ 1
2
,k
  un
j− 1
2
,k
∆x
)
  b
(
vn
j,k+ 1
2
  vn
j,k− 1
2
∆y
)
hn+1j,k   hnj,k =  b
∆t
∆x
(
un
j+ 1
2
,k
  un
j− 1
2
,k
)
  b∆t
∆y
(
vn
j,k+ 1
2
  vn
j,k− 1
2
)
hn+1j,k = h
n
j,k   b
∆t
∆x
(
un
j+ 1
2
,k
  un
j− 1
2
,k
)
  b∆t
∆y
(
vn
j,k+ 1
2
  vn
j,k− 1
2
)
(4.62)
Persamaan (4.62) merupakan hasil diskritisasi dari hasil linierisasi pada Persamaan
(4.59) dengan menggunakan salah satu skema pada metode volume hingga yaitu
skema godunov.
0 =
un+1
j+ 1
2
,k
  un
j+ 1
2
,k
∆t
+ g
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
∆x
)
un+1
j+ 1
2
,k
  un
j+ 1
2
,k
∆t
=  g
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
∆x
)
un+1
j+ 1
2
,k
  un
j+ 1
2
,k
=  g ∆t
∆x
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
)
un+1
j+ 1
2
,k
= un
j+ 1
2
,k
  g ∆t
∆x
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
)
(4.63)
Persamaan (4.63) merupakan hasil diskritisasi dari hasil linierisasi pada Persamaan
(4.60) dengan menggunakan skema godunov.
0 =
vn+1
j+ 1
2
,k
  vn
j+ 1
2
,k
∆t
+ g
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
∆y
)
vn+1
j+ 1
2
,k
  vn
j+ 1
2
,k
∆t
=  g
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
∆y
)
vn+1
j+ 1
2
,k
  vn
j+ 1
2
,k
=  g∆t
∆y
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
)
vn+1
j+ 1
2
,k
= vn
j+ 1
2
,k
  g∆t
∆y
(
hn+1j+1,k   hn+1j,k
)
(4.64)
Persamaan (4.64) merupakan hasil diskritisasi dari hasil linierisasi pada Persamaan
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(4.61) dengan menggunakan skema godunov.
4.6. Analisis Kestabilan
Selanjutnya, untuk mengetahui sistem yang dihasilkan pada penelitian ini
stabil atau tidak, maka akan dilakukan analisis kestabilan dengan menggunakan
syarat kestabilan Von Neumann, dengan mensubstitusikan
hnj,k = p
neia(j+k), un
j+ 1
2
,k
= rneia(j+
1
2
+k), vn
j,k+ 1
2
= sneia(j+k+
1
2
) ke dalam
persamaan hasil diskritisasi yaitu Persamaan (4.62), (4.63), dan (4.64).
Berikut ini merupakan penjabaran analisis kestabilan untuk Persamaan
(4.62).
pn+1eia(j+k) = pneia(j+k)   b∆t
∆x
(
eia(j+
1
2
+k)   eia(j− 12+k)
)
rn   b∆t
∆y
(
eia(j,k+
1
2
)   eia(j+k− 12 )
)
sn
Kemudian persamaan di atas dibagi dengan eia(j+k). Karena e±ia = cosa  isina
sehingga diperoleh Persamaan (4.65)
pn+1 = pn   b∆t
∆x
(
e
ia
2   e− ia2
)
rn   b∆t
∆y
(
e
ia
2   e− ia2
)
sn
= pn   b∆t
∆x
(
cos
(a
2
)
  cos
(a
2
)
+ isin
(a
2
))
rn   b∆t
∆y
(
cos
(a
2
)
+ isin
(a
2
))
sn
 b∆t
∆y
(
 cos
(a
2
)
+ isin
(a
2
))
sn
= pn   b∆t
∆x
(
2isin
(a
2
))
rn   b∆t
∆y
(
2isin
(a
2
))
sn
= pn   2ib∆t
∆x
sin
(a
2
)
rn   2ib∆t
∆y
sin
(a
2
)
sn (4.65)
Selanjutnya yaitu melakukan penjabaran analisis kestabilan untuk
Persamaan (4.63).
rn+1eia(j+
1
2
+k) = rneia(j+
1
2
+k)   g ∆t
∆x
(
pn+1eia(j+1+k)   pn+1eia(j+k))
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Kemudian persamaan di atas dibagi dengan eia(j+
1
2
+k). Karena e±ia = cosa isina
sehingga diperoleh Persamaan (4.66)
rn+1 = rn   g ∆t
∆x
(
pn+1e
ia
2   pn+1e− ia2
)
= rn   g ∆t
∆x
pn+1
(
e
ia
2   e− ia2
)
= rn   g ∆t
∆x
(
pn   2ib∆t
∆x
sin
(a
2
)
rn   2ib∆t
∆y
sin
(a
2
)
sn
)(
e
ia
2   e− ia2
)
= rn   g ∆t
∆x
(
pn   2ib∆t
∆x
sin
(a
2
)
rn   2ib∆t
∆y
sin
(a
2
)
sn
)
2isin
(a
2
)
= rn   g ∆t
∆x
(
pn2isin
(a
2
)
+ 4b
∆t
∆x
sin2
(a
2
)
rn + 4b
∆t
∆y
sin2
(a
2
)
sn
)
= rn
(
1  4gb
(
∆t
∆x
)2
sin2
(a
2
))
  pn2ig ∆t
∆x
sin
(a
2
)
  4gb (∆t)
2
∆x∆y
sin2
(a
2
)
sn
(4.66)
Selanjutnya yaitu melakukan penjabaran analisis kestabilan untuk
Persamaan (4.64).
sn+1eia(j+k+
1
2
) = sneia(j+k+
1
2
)   g ∆t
∆x
(
pn+1eia(j+k+1)   pn+1eia(j+k))
Kemudian persamaan di atas dibagi dengan eia(j+k+
1
2
). Karena e±ia = cosa isina
sehingga diperoleh Persamaan (4.67)
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sn+1 = sn   g ∆t
∆x
(
pn+1e
ia
2   pn+1e− ia2
)
= sn   g ∆t
∆x
pn+1
(
e
ia
2   e− ia2
)
= sn   g ∆t
∆x
(
pn   2ib∆t
∆x
sin
(a
2
)
rn   2ib∆t
∆y
sin
(a
2
)
sn
)(
e
ia
2   e− ia2
)
= sn   g ∆t
∆x
(
pn   2ib∆t
∆x
sin
(a
2
)
rn   2ib∆t
∆y
sin
(a
2
)
sn
)
2isin
(a
2
)
= sn   g ∆t
∆x
(
pn2isin
(a
2
)
+ 4b
∆t
∆x
sin2
(a
2
)
rn + 4b
∆t
∆y
sin2
(a
2
)
sn
)
= sn
(
1  4gb
(
∆t
∆x∆y
)2
sin2
(a
2
))
  pn2ig ∆t
∆x
sin
(a
2
)
  4gb
(
∆t
∆x
)2
sin2
(a
2
)
rn
Dari Persamaan (4.65), (4.66), dan (4.67) dapat dibentuk dalam matriks
yaitu seperti berikut

pn+1
rn+1
sn+1
 =

1  2ib∆t
∆x
sin
(
a
2
)  2ib∆t
∆y
sin
(
a
2
)
 2ig ∆t
∆x
sin
(
a
2
)
1  4gb (∆t
∆x
)2
sin2
(
a
2
)  4gb ∆t2
∆xδy
sin2
(
a
2
)
 2ig ∆t
∆x
sin
(
a
2
)  4gb ∆t2
∆x∆y
sin2
(
a
2
)
1  4gb (∆t
∆x
)2
sin2
(
a
2
)


pn
rn
sn

Atau dapat ditulis seperti berikut:

pn+1
rn+1
sn+1
 = B

pn
rn
sn

dengan:
B =

1  2ib∆t
∆x
sin
(
a
2
)  2ib∆t
∆y
sin
(
a
2
)
 2ig ∆t
∆x
sin
(
a
2
)
1  4gb (∆t
∆x
)2
sin2
(
a
2
)  4gb ∆t2
∆xδy
sin2
(
a
2
)
 2ig ∆t
∆x
sin
(
a
2
)  4gb ∆t2
∆x∆y
sin2
(
a
2
)
1  4gb (∆t
∆x
)2
sin2
(
a
2
)

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Berdasarkan kriteria atau syarat Von Neumann maka pada matriks B norm
nilai eigen haruslah lebih kecil atau sama dengan 1 . Kemudian menyederhanakan
dengan memisalkan ∆y = ∆x, maka nilai eigen λ dari matriks B yang memenuhi
yaitu
(λ  1)
(
λ2   2
(
1  4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
))
λ+ 1
)
= 0 (4.67)
Dapat dilihat bahwa untuk pemfaktoran dari (λ  1) = 0 didapatkan bahwa
λ = 1 jelas bahwa metode stabil. Sedangkan untuk mengetahui faktor lainnya stabil
atau tidak maka dapat dilakukan pensubstitusian dengan menggunakan Persamaan
(4.68).
β = 1  4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
)
(4.68)
Kemudian mensubstitusikan Persamaan (4.68) ke dalam
λ2   2
(
1  4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
))
λ+ 1 = 0
Kemudian akan didapatkan hasil
λ2   2βλ+ 1 = 0 (4.69)
Persamaan (4.69) memiliki solusi yakni
λ1,2 = β 
√
β2   1
Dimana hasil perhitungan yang didapatkan yaitu terdapat dua kondisi.
Kondisi 1: β2 > 1, untuk β > 1 diperoleh
jλ1j = jβ +
√
β2   1j > 1
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
68
selanjutnya, untuk β <  1 diperoleh
jλ2j = jβ  
√
β2   1j > 1
sehingga didapatkan untuk β2 > 1, metode tidak stabil karena hasil norm nilai eigen
yaitu lebih dari 1, dimana tidak memenuhi syarat kestabilan.
Kondisi 2: β2 < 1, maka diperoleh
λ1,2 = β  i
√
1  β2
sehingga didapatkan
jλ1,2j = jβ  i
√
1  β2j
= j√β2 + (1  β2)j
= 1
Sehingga dapat disimpulkan bahwa jika β2  1 maka metode yang digunakan
pada sistem selalu stabil. Syarat kestabilan metode Godunov untuk persamaan air
dangkal 2 dimensi yaitu
 1  β  1
 1  1  4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
)
 1
 1  1  1  1  4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
)
 1  1
 2   4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
)
 0
atau dapat ditulis dengan
0  4gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
)
 2
kemudian secara keseluruhan dibagi dengan 2, sehingga didapatkan
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0  2gb∆t
2
∆x2
sin2
(a
2
)
 1 (4.70)
karena 0  sin2
(a
2
)
 1 maka Persamaan (4.70) akan didapatkan sebagai berikut
dengan titik kritis yaitu 0 dan 1 sehingga
0  2gb∆t
2
∆x2
.0  1 atau 0  2gb∆t
2
∆x2
 1
atau dapat disederhanakan menjadi
0  0  1 atau ∆t
∆x
√
2gb  1
Didapatkan syarat kestabilan dari metode volume hingga untuk persamaan
gelombang air dangkal dua dimensi yaitu:
∆t
∆x
√
2gb  1
Karena, solusi dari jλ1,2j = 1 maka solusi yang dihasilkan akan bersifat
stabil.
4.7. Simulasi dan Interpretasi
Setelah hasil pada syarat kestabilan diperoleh dari volume hingga skema
godunov, maka dapat dipilih nilai dari ∆x dan ∆t yang memenuhi syarat
kestabilan yang kemudian digunakan dalam simulasi gelombang air laut di
perairan Selat Sunda. Persamaan yang digunakan dalam program yaitu Persamaan
(4.62), (4.63), dan (4.64) yang merupakan hasil bentuk diskritisasi dari persamaan
gelombang air dangkal (shallow water equation) 2 dimensi. Syarat kestabilan
metode volume hingga untuk persamaan gelombang air dangkal 2 dimensi pada
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penelitian kali ini yaitu
∆t
∆x
p
2gb  1.
Pada simulasi ini, diberikan nilai awal h(x, y, 0) = b  e−5(x2+y2) dan
u(x, y, 0) = 0 dengan ∆y = ∆x = 0.85,∆t = 0.05, dengan menggunakan data
kedalaman Selat Sunda yaitu 100m. Sehingga simulasi Persamaan (4.62), (4.63),
dan (4.64) dapat dilihat pada Gambar (4.8). Pada gambar tersebut menunjukkan
bahwa solusi persamaan gelombang air dangkal linier 2 dimensi dengan
menggunakan metode volume hingga skema godunov memenhi syarat kestabilan.
Dari Gambar 4.7 bahwa gelombang pada saat t = 0 bergerak menuju ke angka 0.
Gambar 4.6 Simulasi Persamaan (4.62), (4.63), dan (4.64) pada saat t = 0
Pada Gambar 4.6 terlihat bahwa gelombang berbentuk mengikuti nilai awal
yang diberikan yaitu h(x, y, 0) = b  e−5(x2+y2). Kemudian gelombang bergerak
menuju ke angka nol. Warna pada gambar mencerminkan perbedaan ketinggian
gelombang yang dihasilkan di tiap cell-grid dengan menggunakan skema godunov.
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Gambar 4.7 Simulasi Persamaan (4.62), (4.63), dan (4.64) pada saat t = 6
Pada Gambar 4.7 yaitu pada saat t = 6 masih terbentuk gelombang air laut,
sedangkan pada saat t = 12 atau dapat dilihat pada Gambar 4.8 didapatkan hasil
bahwa keadaan permukaan gelombang yang stabil dan tidak berulang.
Gambar 4.8 Simulasi Persamaan (4.62), (4.63), dan (4.64) pada saat t = 12
Berdasarkan simulasi yang telah dilakukan, persamaan gelombang air
dangkal dengan menggunakan metode volume hingga skema godunov stabil sesuai
dengan syarat
∆t
∆x
p
2gb  1.
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BAB V
PENUTUP
Pada bab ini akan diberikan ringkasan hasil penelitian yang berupa
kesimpulan dan saran-saran yang dapat diterapkan guna pengembangan dari
pemodelan matematis dari permasalahan yang dikaji.
5.1. Kesimpulan
Berdasarkan hasil yang didapatkan penulis setelah menyelesaikan
pembuatan skripsi ini yaitu dapat disimpulkan bahwa:
1. Penyelesaian numerik gelombang pasang air laut di Perairan Selat Sunda
menggunakan (finite volume method) dengan skema godunov yaitu memiliki
bentuk pada Persamaan (4.62), (4.63), dan (4.64).
2. Syarat kestabilan dari metode volume hingga (finite volume method) untuk
persamaan gelombang air dangkal dua dimensi yaitu
∆t
∆x
p
2gb  1. Artinya,
syarat kestabilan bergantung pada nilai selang pada arah x (∆x), selang
waktu (∆t), gaya gravitasi (g) dan batas bawah dasar gelombang (b).
Apabila tidak memenuhi syarat kestabilan tersebut, maka akan terjadi blow
up atau penyelesaian menuju tak hingga.
3. Hasil simulasi pada penelitian ini menunjukkan bahwa penyelesaian
persamaan air dangkal dengan menggunakan metode volume hingga skema
godunov stabil.
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5.2. Saran
Setelah membahas dan mensimulasikan model shallow water equation
dengan menggunakan metode volume hingga skema godunov, penulis ingin
menyampaikan beberapa saran.
1. Diharapkan untuk penelitian selanjutnya dapat dilakukan pengembangan
dengan membandingkan hasil dari metode volume hingga dengan hasil
dengan menggunakan metode lain.
2. Diharapkan dapat melakukan penyelesaian numerik beserta simulasi
gelombang air laut dalam jangkauan wilayah yang lebih luas.
3. Diharapkan untuk penelitian selanjutnya dapat dilakukan simulasi secara
real-time agar bentuk gelombang yang dihasilkan sesuai dengan yang ada
pada kenyataannya.
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